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摘要：　 基于修正的偶应力理论与四参数高阶剪切⁃法向伸缩变形理论，提出了一种具有尺度依赖性的准三维功能

梯度微梁模型，并应用于小尺度功能梯度梁的静力弯曲和自由振动分析中．采用第二类 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程，推导了微梁

的运动微分方程及边界条件．针对一般边值问题，构造了一种融合 Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ 求积准则与微分求积准则的 ２ 节点

１６ 自由度微分求积有限元．通过对比性研究，验证了理论模型以及求解方法的有效性．最后，探究了梯度指数、内禀

特征长度、几何参数及边界条件对微梁静态响应与振动特性的影响．结果表明，该文所发展的梁模型及微分求积有

限元适用于研究各种长细比的功能梯度微梁的静 ／动力学问题，引入尺度效应会显著地改变微梁的力学特性．
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引　 　 言

功能梯度材料是由两种或两种以上单相材料复合而成的多相材料，其物性参数沿特定方向呈连续梯度

变化．因其利用连续变化的组分梯度来代替突变界面，从而有效地消除了层状结构中存在的应力集中和层间

破坏等现象．随着微电子技术和超精密加工技术的发展，功能梯度材料的应用逐渐拓展至微 ／纳米机电系统

领域．鉴于几何形状及受力特点，微 ／纳米机电系统中许多承载构件可以被简化为小尺度杆、梁、板、壳等．诸
多实验已证实，微尺度结构的力学行为具有尺度效应［１⁃３］，原因在于小尺度构件的特征尺寸（如厚度、直径）
与组分材料的内禀特征长度处于同一量级或者比较接近．经典连续介质力学由于具有尺度无关性，因而无法

解释尺度效应．鉴于此，本构关系中包含材料内禀特征长度的非经典连续介质力学引起了研究者的兴趣．修
正的应变梯度理论［１］和修正的偶应力理论［４］ 便是诸多非经典理论中的代表，前者引入了拉伸梯度张量、膨
胀梯度张量、旋转梯度张量的对称部分，后者仅涉及旋转梯度张量的对称部分．由于修正的偶应力理论仅需

要确定一个内禀特征长度，这为细观尺度梁、板结构的实验表征与理论分析带来了极大便利．
近年来，研究者将修正的偶应力理论与梁板结构的各种位移场假设相结合，开展了一系列关于微尺度复

合材料结构的弯曲、振动、屈曲问题的研究工作［５⁃１３］ ．Ｌｅｉ 等［７］ 基于修正的偶应力理论和 Ｒｅｄｄｙ 型高阶剪切⁃
法向伸缩变形理论，提出了一种五参数准三维功能梯度微板模型，并采用 Ｎａｖｉｅｒ 法推导了四边简支情形下

静力弯曲与自由振动的解析解．Ｎｇｕｙｅｎ 等［８］ 采用等几何分析方法，研究了任意形状准三维修正的偶应力功

能梯度微板的静力弯曲、自由振动、屈曲问题．基于精化的锯齿理论和修正的偶应力理论，杨子豪等［９］建立了

一种能够有效预测功能梯度夹心微板挠度、位移、应力等静态响应的力学模型．曹源和雷剑［１２］ 提出了一种修

正的偶应力正弦剪切变形板模型，然后将之应用于功能梯度三明治微梁的静态弯曲和自由振动分析中．Ｔｈａｉ
等［１３］推导了修正的偶应力准三维石墨烯增强功能梯度微板的运动微分方程和边界条件，采用等几何分析方

法探讨了微板的自由振动和屈曲特性．
目前，有关修正的偶应力梁板结构力学问题的理论建模研究已经十分完善．然而，绝大多数微尺度梁板

模型的建立是基于 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ⁃Ｌｏｖｅ 直线法假设、一阶剪切变形理论乃至高阶剪切变形理论，而垂直于结构中

面的法向伸缩变形效应往往被忽略．Ｃａｒｒｅｒａ 等［１４］指出考虑法向伸缩效应可以更加准确地预测复合材料厚梁

或者厚板的静动力学响应．此后，研究者们发展了几种高阶剪切⁃法向伸缩变形理论来分析复合材料结构力

学问题．Ｎｅｖｅｓ 等［１５］建立了一种准三维双曲型高阶剪切⁃法向伸缩变形功能梯度板模型，借助于 Ｃａｒｒｅｒａ 统一

公式推导了板的运动方程和边界条件，利用径向基点插值无网格法求解了相应的边值问题．Ｌｅｅ 等［１６］提出了

一种包含五个位移场变量的修正的高阶剪切⁃法向变形板理论，据此分析了弹性地基上功能梯度板的力学行

为．需要指出的是，将修正的偶应力理论与高阶剪切⁃法向伸缩变形理论相结合来研究微尺度功能梯度梁板

结构力学问题的工作还比较少．此外，高阶位移梯度项的出现会导致微尺度结构力学模型控制方程的阶次显

著升高和非经典边界条件的出现，位移场变量因此需要具备更高的连续性要求．鉴于标准有限元方法在实现

位移场高阶连续性方面存在一定的局限性，Ｚｈａｎｇ 等［１７⁃２０］ 汲取微分求积法在实现位移场高阶连续性方面的

优点以及有限元法在施加边界条件和对复杂求解域的强适应性等方面的优点，构造了一系列应变梯度 ／修正

的偶应力梁板模型的微分求积有限元．
本文基于修正的偶应力理论与 Ｒｅｄｄｙ 型四参数高阶剪切⁃法向伸缩变形理论，发展了一种准三维功能梯

度微梁的尺度效应模型，运动方程和边界条件由第二类 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程导出．针对一般的边值问题，构造了一

种 ２ 节点 １６ 自由度微分求积有限元．最后，比较了标准有限元与微分求积有限元的收敛性，分析了典型边界
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条件下微梁的静力弯曲和振动问题，探究了内禀特征长度、长细比、梯度指数、法向伸缩效应及边界条件对微

梁静动态特性的影响．

１　 准三维功能梯度微梁的理论模型

１．１　 准三维功能梯度微梁的等效材料参数

图 １ 所示为一由陶瓷和金属组成的功能梯度微梁，其长度为 Ｌ， 宽度为 ｂ， 高度为 ｈ， 几何中面为 ｘＯｚ 平
面，横向分布荷载为 ｑ ．等效材料参数如弹性模量 Ｅ， 密度 ρ 和 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 υ 被假定为沿高度方向连续地变化．

图 １　 功能梯度微梁几何示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ａｎ ＦＧ ｍｉｃｒｏｂｅａｍ

基于 Ｖｏｉｇｔ 线性混合律模型［５］，功能梯度微梁的等效材料参数可以表示为
　 　 Ｅ（ ｚ） ＝ Ｅｍ ＋ （Ｅｃ － Ｅｍ）·Ｖｃ（ ｚ）， ρ（ ｚ） ＝ ρｍ ＋ （ρｃ － ρｍ）·Ｖｃ（ ｚ）， υ（ ｚ） ＝ υｍ ＋ （υｃ － υｍ）·Ｖｃ， （１）

式中 Ｖｃ（ ｚ） ＝ （１ ／ ２ ＋ ｚ ／ ｈ） ｎ 表示陶瓷的体积分数， ｎ 为梯度指数，下角标 ｍ 和 ｃ 分别代表金属相和陶瓷相．
１．２　 修正的偶应力理论

Ｙａｎｇ 等［４］通过在经典偶应力理论中引入新的力偶矩平衡方程，将偶应力张量约束为对称形式，由此发
展出一种修正的偶应力理论．在该理论框架下，各向同性线弹性体的应变能 Πｓ 为

　 　 Πｓ ＝ ∫
Ω
（σｉｊεｉｊ ＋ ｍｉｊ

χ
ｉｊ）ｄΩ，　 　 ｉ， ｊ ＝ ｘ，ｙ，ｚ， （２）

式中 εｉｊ，σｉｊ， χ
ｉｊ，ｍｉｊ 分别代表应变张量、Ｃａｕｃｈｙ 应力张量、曲率张量、偶应力张量，具体定义如下：

　 　 εｉｊ ＝
１
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ）， （３）

　 　 σｉｊ ＝ λεｋｋδｉｊ ＋ ２Ｇεｉｊ， （４）

　 　 χ
ｉｊ ＝

１
２
（θｉ， ｊ ＋ θ ｊ，ｉ）， （５）

　 　 ｍｉｊ ＝ ２Ｇｌ２χ ｉｊ， （６）
其中 δｉｊ 是 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 符号， ｌ 是内禀特征长度， θｉ 为以下旋转张量分量：

　 　 θｘ ＝
１
２

∂ｕｚ

∂ｙ
－

∂ｕｙ

∂ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， θｙ ＝

１
２

∂ｕｘ

∂ｚ
－

∂ｕｚ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， θｚ ＝

１
２

∂ｕｙ

∂ｘ
－

∂ｕｘ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （７）

λ，Ｇ 与弹性模量 Ｅ 和 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 υ 的关系如下：

　 　 λ ＝ Ｅυ
（１ ＋ υ）（１ － ２υ）

， Ｇ ＝ Ｅ
２（１ ＋ υ）

． （８）

１．３　 准三维功能梯度微梁的运动方程和边界条件

Ｌｅｅ 等［１６］提出的准三维剪切⁃法向伸缩变形板理论基于如下假设： １） 板内任一点的面外位移由纯弯
曲、纯剪切、法向伸缩产生的挠度组成； ２） 板内任一点面内位移由中面纯拉压、纯弯曲、纯剪切变形产生的

面内位移组成； ３） 板内任一点的纯弯曲位移与经典 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 板理论在形式上一致； ４） 板上下表面满足剪

切应力为零的条件．
根据文献［１６］，准三维梁的位移场可以表示为

　 　 ｕ１（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ｕ（ｘ，ｔ） － ｚ
∂ｗｂ（ｘ，ｔ）

∂ｘ
－ ｆ（ ｚ）

∂ｗｓ（ｘ，ｔ）
∂ｘ

， ｕ２（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ０，

ｕ３（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ｗｂ（ｘ，ｔ） ＋ ｗｓ（ｘ，ｔ） ＋ ｇ（ ｚ）ｗｚ（ｘ，ｔ），

ì

î

í

ïï

ïï

（９）

５２６第 ６ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 刘松正，等： 准三维功能梯度微梁的尺度效应模型及微分求积有限元



式中 ｕ 是中面纯拉压位移， ｗｂ， ｗｓ 和 ｗｚ 分别是中面纯弯曲、纯剪切和法向伸缩变形产生的挠度．在准三维剪

切变形理论中，法向伸缩变形由 ｇｗｚ 描述， ｇ反映了法向伸缩变形产生的挠度在梁高度方向的分布形式．对于

Ｒｅｄｄｙ 型准三维梁，有

　 　 ｆ（ ｚ） ＝ ４ｚ３

３ｈ２， ｇ（ ｚ） ＝ １ － ４ｚ２

ｈ２ ． （１０）

准三维功能梯度微梁的应力⁃应变关系式如下：

　 　

σｘ

σｚ

σｘｚ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＝
Ｃ
－

１１ Ｃ
－

１３ ０

Ｃ
－

１３ Ｃ
－

１１ ０
０ ０ Ｃ５５

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

εｘ

εｚ

γｘｚ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

， （１１）

式中

　 　 Ｃ
－

１１ ＝ Ｃ１１ －
Ｃ２

１１

Ｃ２２

＝ Ｅ
１ － υ２， Ｃ

－

１３ ＝ Ｃ１３ －
Ｃ１２Ｃ２３

Ｃ２２

＝ Ｅυ
１ － υ２， Ｃ５５ ＝ Ｅ

２（１ ＋ υ）
． （１２）

利用式（２）和式（３） ～ （６），可得准三维功能梯度微梁的应变能：

　 　 Πｓ ＝ ∫Ｌ
０
Σ１

∂ｗｓ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Σ２

∂２ｗｂ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë

ê
ê

＋ Σ３

∂２ｗｓ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Σ４

∂ｗｚ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋

　 　 　 　 Σ５

∂２ｗｓ

∂ｘ２

∂２ｗｂ

∂ｘ２
＋ Σ６

∂２ｗｓ

∂ｘ２

∂２ｗｚ

∂ｘ２
＋ Σ７

∂ｗｓ

∂ｘ
∂ｗｚ

∂ｘ
＋ Σ８ｗ２

ｚ ＋

　 　 　 　 Σ９

∂２ｗｂ

∂ｘ２

∂ｕ
∂ｘ

＋ Σ１０ｗｚ
∂ｕ
∂ｘ

＋ Σ１１
∂ｕ
∂ｘ

∂２ｗｓ

∂ｘ２
＋ Σ１２ｗｚ

∂２ｗｓ

∂ｘ２
＋

　 　 　 　 Σ１３
∂ｕ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Σ１４

∂２ｗｚ

∂ｘ２

∂２ｗｂ

∂ｘ２
＋ Σ１５ｗｚ

∂２ｗｂ

∂ｘ２
＋ Σ１６

∂２ｗｚ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
ù

û

ú
ú
ｄｘ， （１３）

其中 Σ１ ～ Σ１６ 的表达式如下：

　 　

Σ１ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

８Ｇｌ２ｚ２

ｈ４
＋ Ｃ５５

１
４

－ ２ｚ２

ｈ２
＋ ４ｚ４

ｈ４
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｚ， Σ２ ＝ １

２ ∫
ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
Ｇｌ２ ＋ ｚ２Ｃ

－

１１( ) ｄｚ，

Σ３ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

２Ｇｌ２ｚ４

ｈ４
＋ Ｇｌ２ｚ２

ｈ２
＋ Ｇｌ２

８
＋

８ｚ６Ｃ
－

１１

９ｈ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｚ， Σ４ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２

８Ｇｌ２ｚ２

ｈ４
＋ Ｃ５５

１
４

－ ２ｚ２

ｈ２
＋ ４ｚ４

ｈ４
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｚ，

Σ５ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｇｌ２

２
＋

４Ｃ
－ ４
１１

３ｈ２
＋ ２Ｇｌ２ｚ２

ｈ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｚ， Σ６ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２

Ｇｌ２

４
１ － １６ｚ４

ｈ４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｚ，

Σ７ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｃ５５
８ｚ４

ｈ４
－ ４ｚ２

ｈ２
＋ １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ － １６Ｇｌ２ｚ２

ｈ４
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｚ， Σ８ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２

３２ｚ２Ｃ
－

１１

ｈ４ ｄｚ，

Σ９ ＝ － ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｃ
－

１１ｄｚ， Σ１０ ＝ － ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

８Ｃ
－

１３ｚ
ｈ２ ｄｚ， Σ１１ ＝ － ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２

４Ｃ
－

１１ｚ３

３ｈ２ ｄｚ，

Σ１２ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

３２Ｃ
－

１３ｚ４

３ｈ４ ｄｚ， Σ１３ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｃ
－

１１

２
ｄｚ， Σ１４ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２

Ｇｌ２

２
１ － ４ｚ２

ｈ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｚ，

Σ１５ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

８Ｃ
－

１３ｚ２

ｈ２ ｄｚ， Σ１６ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｇｌ２
２ｚ４

ｈ４
－ ｚ２

ｈ２
＋ １

８
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｚ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１４）

根据式（９），可得准三维功能梯度微梁的动能如下：

　 　 Πｋ ＝ ∫
Ω

１
２

ρ（ ｚ）
∂ｕ１

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
∂ｕ２

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
∂ｕ３

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄΩ ＝
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　 　 　 　 ∫Ｌ
０

Ｍ０

２
∂ｕ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ Ｍ１
∂ｕ
∂ｔ

∂２ｗｂ

∂ｔ∂ｘ
－

４Ｍ３

３ｈ２

∂ｕ
∂ｔ

∂２ｗｓ

∂ｔ∂ｘ
＋
Ｍ２

２
∂２ｗｂ

∂ｔ∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë

ê
ê

＋

　 　 　 　
４Ｍ４

３ｈ２

∂２ｗｂ

∂ｔ∂ｘ
∂２ｗｓ

∂ｔ∂ｘ
＋

８Ｍ６

９ｈ４

∂２ｗｓ

∂ｔ∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
Ｍ０

２
∂ｗｂ

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Ｍ０

∂ｗｂ

∂ｔ
∂ｗｓ

∂ｔ
－

　 　 　 　
４Ｍ２

ｈ２

∂ｗｂ

∂ｔ
∂ｗｚ

∂ｔ
＋
Ｍ０

２
∂ｗｓ

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－
４Ｍ２

ｈ２

∂ｗｓ

∂ｔ
∂ｗｚ

∂ｔ
＋

８Ｍ４

ｈ４

∂ｗｚ

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
ù

û

ú
ú
ｄｘ， （１５）

式中

　 　 （Ｍ０，Ｍ１，Ｍ２，Ｍ３，Ｍ４，Ｍ６） ＝ ｂ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ρ（ ｚ）（１，ｚ，ｚ２，ｚ３，ｚ４，ｚ６）ｄｚ， Ω ＝ ｂ × ｈ × Ｌ ． （１６）

分布荷载 ｑ 作用下的外力功为

　 　 Πｅ ＝ ∫Ｌ
０
ｑ（ｗｂ ＋ ｗｓ ＋ ｗｚ）ｄｘ ． （１７）

利用式（１３）、（１５）、（１７）及第二类 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程［１８⁃１９］可得准三维功能梯度微梁的运动微分方程如下：

　 　 ２Σ１３
∂２ｕ
∂ｘ２

＋ Σ９

∂３ｗｂ

∂ｘ３
＋ Σ１１

∂３ｗｓ

∂ｘ３
＋ Σ１０

∂ｗｚ

∂ｘ
＋

　 　 　 　
４Ｍ３

３ｈ２

∂３ｗｓ

∂ｔ２∂ｘ
＋ Ｍ１

∂３ｗｂ

∂ｔ２∂ｘ
－ Ｍ０

∂２ｕ
∂ｔ２

－ ｑ ＝ ０， 　 ｏｒ　 δｕ ＝ ０，　 　 ｘ ∈ （０，Ｌ）， （１８ａ）

　 　
４Ｍ２

ｈ２
－ Ｍ０

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂２ｗｚ

∂ｔ２
－ Ｍ０

∂２ｗｓ

∂ｔ２
－ Ｍ０

∂２ｗｂ

∂ｔ２
＋

４Ｍ４

３ｈ２

∂４ｗｓ

∂ｘ２∂ｔ２
－

　 　 　 　 Ｍ１
∂３ｕ
∂ｘ∂ｔ２

＋ Ｍ２

∂４ｗｂ

∂ｘ２∂ｔ２
－ Σ９

∂３ｕ
∂ｘ３

－ ２Σ２

∂４ｗｂ

∂ｘ４
－ Σ５

∂４ｗｓ

∂ｘ４
－

　 　 　 　 Σ１５

∂２ｗｚ

∂ｘ２
－ Σ１４

∂４ｗｚ

∂ｘ４
＋ ｑ ＝ ０， 　 ｏｒ　 δｗｂ ＝ ０，　 　 ｘ ∈ （０，Ｌ）， （１８ｂ）

　 　 （２Σ１ ＋ Σ７）
∂２ｗｓ

∂ｘ２
＋

４Ｍ２

ｈ２
－ Ｍ０

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂２ｗｚ

∂ｔ２
－ Ｍ０

∂２ｗｓ

∂ｔ２
＋

４Ｍ４

３ｈ２

∂４ｗｂ

∂ｔ２∂ｘ２
－

　 　 　 　 Ｍ０

∂２ｗｂ

∂ｔ２
－ Σ１１

∂３ｕ
∂ｘ３

－ Σ５

∂４ｗｂ

∂ｘ４
－ ２Σ３

∂４ｗｓ

∂ｘ４
－ Σ１２

∂２ｗｚ

∂ｘ２
－ Σ６

∂４ｗｚ

∂ｘ４
－

　 　 　 　
４Ｍ３

３ｈ２

∂３ｕ
∂ｔ２∂ｘ

＋
１６Ｍ６

９ｈ４

∂４ｗｓ

∂ｔ２∂ｘ２
＋ ｑ ＝ ０， 　 ｏｒ　 δｗｓ ＝ ０，　 　 ｘ ∈ （０，Ｌ）， （１８ｃ）

　 　 ｑ － Σ１０
∂ｕ
∂ｘ

－ Σ１５

∂２ｗｂ

∂ｘ２
－ Σ１２

∂２ｗｓ

∂ｘ２
－ Ｍ０

∂２ｗｓ

∂ｔ２
－ Ｍ０

∂２ｗｚ

∂ｔ２
－

　 　 　 　 Ｍ０

∂２ｗｂ

∂ｔ２
－ Σ１１

∂３ｕ
∂ｘ３

－ Σ５

∂４ｗｂ

∂ｘ４
－ ２Σ３

∂４ｗｓ

∂ｘ４
－ Σ１２

∂２ｗｚ

∂ｘ２
－

　 　 　 　 Σ６

∂４ｗｚ

∂ｘ４
＋

４Ｍ４

３ｈ２

∂４ｗｂ

∂ｔ２∂ｘ２
－

４Ｍ３

３ｈ２

∂３ｕ
∂ｔ２∂ｘ

＋
１６Ｍ６

９ｈ４

∂４ｗｚ

∂ｔ２∂ｘ２
＝ ０， 　 ｏｒ　 δｗｚ ＝ ０，　 　 ｘ ∈ （０，Ｌ） ． （１８ｄ）

准三维功能梯度微梁的边界条件为

　 　 ２Σ１３
∂ｕ
∂ｘ

＋ Σ１９

∂２ｗｂ

∂ｘ２
＋ Σ１１

∂２ｗｓ

∂ｘ２
＋ Σ１０ｗｚ ＝ ０， 　 ｏｒ　 δｕ ＝ ０，　 　 ｘ ＝ ０，Ｌ， （１９ａ）

　 　
４Ｍ４

３ｈ２

∂３ｗｓ

∂ｔ２∂ｘ
＋ Ｍ２

∂３ｗｂ

∂ｔ２∂ｘ
－ Σ９

∂２ｕ
∂ｘ２

－ ２Σ２

∂３ｗｂ

∂ｘ３
－

　 　 　 　 Σ５

∂３ｗｓ

∂ｘ３
－ Σ１５

∂ｗｚ

∂ｘ
－ Σ１４

∂３ｗｚ

∂ｘ３
－ Ｍ１

∂２ｕ
∂ｔ２

＝ ０， 　 ｏｒ　 δｗｂ ＝ ０，　 　 ｘ ＝ ０，Ｌ， （１９ｂ）
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　 　 Σ９
∂ｕ
∂ｘ

＋ ２Σ２

∂２ｗｂ

∂ｘ２
＋ Σ５

∂２ｗｓ

∂ｘ２
＋ Σ１５ｗｚ ＋ Σ１４

∂２ｗｚ

∂ｘ２
＝ ０， 　 ｏｒ　 δ

∂ｗｂ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０，　 　 ｘ ＝ ０，Ｌ， （１９ｃ）

　 　 ２Σ１

∂ｗｓ

∂ｘ
＋ Σ７

∂ｗｚ

∂ｘ
－ Σ１１

∂２ｕ
∂ｘ２

－ Σ５

∂３ｗｂ

∂ｘ３
－ ２Σ３

∂３ｗｓ

∂ｘ３
－ Σ１２

∂ｗｚ

∂ｘ
－

　 　 　 　 Σ６

∂３ｗｚ

∂ｘ３
＋

４Ｍ４

３ｈ２

∂３ｗｂ

∂ｔ２∂ｘ
－

４Ｍ３

３ｈ２

∂２ｕ
∂ｔ２

＋
１６Ｍ６

９ｈ４

∂３ｗｓ

∂ｔ２∂ｘ
＝ ０， 　 ｏｒ　 δｗｓ ＝ ０，　 　 ｘ ＝ ０，Ｌ， （１９ｄ）

　 　 Σ１１
∂ｕ
∂ｘ

＋ Σ５

∂２ｗｂ

∂ｘ２
＋ ２Σ３

∂２ｗｓ

∂ｘ２
＋ Σ１２ｗｚ ＋ Σ６

∂２ｗｚ

∂ｘ２
＝ ０， 　 ｏｒ　 δ

∂ｗｓ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０，　 　 ｘ ＝ ０，Ｌ， （１９ｅ）

　 　 Σ７

∂ｗｓ

∂ｘ
＋ ２Σ４

∂ｗｚ

∂ｘ
－ Σ１４

∂３ｗｂ

∂ｘ３
－ Σ６

∂３ｗｓ

∂ｘ３
－ ２Σ１６

∂３ｗｚ

∂ｘ３
＝ ０， 　 ｏｒ　 δｗｚ ＝ ０，　 　 ｘ ＝ ０，Ｌ， （１９ｆ）

　 　 Σ１４

∂２ｗｂ

∂ｘ２
＋ Σ６

∂２ｗｓ

∂ｘ２
＋ ２Σ１６

∂２ｗｚ

∂ｘ２
＝ ０， 　 ｏｒ　 δ

∂ｗｚ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０，　 　 ｘ ＝ ０，Ｌ ． （１９ｇ）

显然，式（１８）和（１９）中 ｕ，ｗｂ，ｗｓ，ｗｚ 相互耦合，考虑尺度效应使得该模型的控制方程的阶次显著升高，
并导致非经典边界条件的出现．位移场变量的 Ｃ１ 连续性要求给边值问题的求解带来了极大困难．对于准三维

功能梯度简支微梁，可以采用 Ｎａｖｉｅｒ 法获得静力弯曲和自由振动的解析解．Ｎａｖｉｅｒ 法假设位移函数和荷载可

以表示为

　 　
ｕ ＝ ∑

∞

ｎ ＝ １
Ａｎｅｊωｔｃｏｓ（βｎｘ）， ｗｂ ＝ ∑

∞

ｎ ＝ １
Ｂｎｅｊωｔｓｉｎ（βｎｘ）， ｗｓ ＝ ∑

∞

ｎ ＝ １
Ｃｎｅｊωｔｓｉｎ（βｎｘ），

ｗｚ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １
Ｄｎｅｊωｔｓｉｎ（βｎｘ）， ｑ ＝ ∑

∞

ｎ ＝ １
ｑｎｅｊωｔｓｉｎ（βｎｘ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２０）

其中 βｎ ＝ ｎπ ／ Ｌ，ω 为固有圆频率．
将式（２０）代入式（１８ａ） ～ （１８ｄ）中可得

　 　 （Ｋｎ － ω ２Ｍｎ）Ｄｎ ＝ ｑｎ， （２１）
式中

　 　 Ｋｎ ＝

２Σ１３β ２
ｎ Σ９β ３

ｎ Σ１１β ３
ｎ － Σ１０β ｎ

Σ９β ３
ｎ ２Σ２β ４

ｎ Σ５β ４
ｎ β ２

ｎ（Σ１４β ２
ｎ － Σ１５）

Σ１１β ３
ｎ Σ５β ４

ｎ ２β ２
ｎ（Σ３β ２

ｎ ＋ Σ１） β ２
ｎ（Σ６β ２

ｎ ＋ Σ７ － Σ１２）
－ Σ１０β ｎ β ２

ｎ（Σ１４β ２
ｎ － Σ１５） β ２

ｎ（Σ６β ２
ｎ ＋ Σ７ － Σ１２） ２（Σ１６β ４

ｎ ＋ Σ４β ２
ｎ ＋ Σ８）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

　 　 Ｍｎ ＝

Ｍ０ － Ｍ１β ｎ －
４Ｍ３β ｎ

３ｈ２ ０

－ Ｍ１β ｎ Ｍ２β ２
ｎ ＋ Ｍ０ Ｍ０ ＋

４Ｍ４β ２
ｎ

３ｈ２ Ｍ０ －
４Ｍ２

ｈ２

－
４Ｍ３β ｎ

３ｈ２ Ｍ０ ＋
４Ｍ４β ２

ｎ

３ｈ２ Ｍ０ ＋
１６Ｍ６β ２

ｎ

９ｈ４ Ｍ０ －
４Ｍ２

ｈ２

０ Ｍ０ －
４Ｍ２

ｈ２ Ｍ０ －
４Ｍ２

ｈ２

１６Ｍ４

ｈ４
－

８Ｍ２

ｈ２
＋ Ｍ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

， ｑｎ ＝ ４ｑ
ｎπ

０
１
１
１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， Ｄｎ ＝

Ａｎ

Ｂｎ

Ｃｎ

Ｄｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

．

（２２）

２　 准三维功能梯度微梁的微分求积有限元

本节汲取微分求积法和有限元法的优点，构造一种对应于准三维功能梯度微梁的微分求积有限元．该方

法采用弱形式描述微梁的边值问题，在进行求解域划分后通过 Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ 求积准则与微分求积准则的融

合来离散子域内势能和动能泛函．如前所述，本文模型所涉及的四个位移场变量均具有 Ｃ１ 连续性要求，因此
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单元交界处需要引入位移场变量的 １ 阶导数．单元势能和动能泛函离散过程中需使用 ４ 个微分求积点和

Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ 求积点．根据文献［１８⁃１９］，构造如图 ２ 所示的微分求积几何映射策略．

图 ２　 准三维功能梯度微梁的微分求积几何映射策略

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ⁃ｂａｓｅｄ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｍａｐｐｉｎｇ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｑｕａｓｉ⁃３Ｄ ＦＧ ｍｉｃｒｏｂｅａｍ ｍｏｄｅｌ

根据图 ２ 中映射关系，采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值技术构造位移场变量 Δ 的试函数如下：

　 　 Δ ＝ ∑
４

ｉ ＝ １
ｌｉ（ｘ）Δ ｉ， （２３）

其中 Δ 表示位移场变量 ｕ，ｗｂ， ｗｓ 和 ｗｚ，Δ ｉ 和 ｌｉ（ｘ） 分别表示位移场变量在第 ｉ 个求积点处的函数值和 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 插值函数．对于长度为 Ｌｅ 的梁单元，求积点坐标为

　 　 ｘ１ ＝ ０， ｘ２ ＝
Ｌｅ

２ １ － ５
５

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｘ３ ＝

Ｌｅ

２ １ ＋ ５
５

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｘ４ ＝ Ｌｅ ． （２４）

采用微分求积准则，可将求积点处导数表示为以下矩阵形式：
　 　 Δ（０）

Ｇ ＝ Ａ０ΔＧ， Δ（１）
Ｇ ＝ Ａ１ΔＧ， Δ（２）

Ｇ ＝ Ａ２ΔＧ， （２５）
其中 Δ（ｍ）

Ｇ 表示所有求积点处位移场变量 Δ 的 ｍ 阶导数值组成的列向量，即

　 　 Δ（ｍ）
Ｇ ＝ ∂ｍΔ

∂ｘｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
，

∂ｍΔ
∂ｘｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
，

∂ｍΔ
∂ｘｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３
，

∂ｍΔ
∂ｘｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ

， （２６）

矩阵 Ａ０，Ａ１，Ａ２ 的表达式见文献［１８⁃１９］．
显然，式（２５）中三个表达式的右侧仅包含位移场变量在求积点处的函数值本身，而没有涉及函数的 １ 阶导

数．为了满足 Ｃ１ 连续性要求，需将求积点处函数值变换为单元节点参数．为此，定义下列节点位移向量 ΔＮ：

　 　 ΔＮ ＝ Δ１，
∂Δ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
，Δ４，

∂Δ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４

é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ

． （２７）

由微分求积准则，可得 ΔＧ 和 ΔＮ 之间的关系：
　 　 ΔＮ ＝ ＢΔＧ， （２８）

矩阵 Ｂ 的表达式见文献［１８⁃１９］．
利用式（２５）和式（２８），梁单元的应变能、动能、外力功被离散为

　 　 Πｓ ＝ ｗＴ
Ｎｓ（Ｂ

－１） Ｔ Σ１ （Ａ１） ＴＣＧＡ１ ＋ Σ３ （Ａ２） ＴＣＧＡ２[ ] Ｂ －１ｗＮｓ ＋
　 　 　 　 Σ２ｗＴ

Ｎｂ （Ｂ －１） Ｔ （Ａ２） ＴＣＧＡ２Ｂ
－１ｗＮｂ ＋ Σ１３ｕＴ

Ｎ （Ｂ －１） Ｔ （Ａ１） ＴＣＧＡ１Ｂ
－１ｕＮ ＋

　 　 　 　 ｗＴ
Ｎｚ （Ｂ

－１） Ｔ Σ４ （Ａ１） ＴＣＧＡ１ ＋ Σ１６ （Ａ２） ＴＣＧＡ２ ＋ Σ８ＣＧ[ ] Ｂ －１ｗＮｚ ＋
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　 　 　 　 ｗＴ
Ｎｚ （Ｂ

－１） Ｔ Σ１４ （Ａ２） ＴＣＧＡ２ ＋ Σ１５ （Ａ０） ＴＣＧＡ２[ ] Ｂ －１ｗＮｂ ＋
　 　 　 　 ｗＴ

Ｎｓ （Ｂ
－１） Ｔ Σ６ （Ａ２） ＴＣＧＡ２ ＋ Σ７ （Ａ１） ＴＣＧＡ１ ＋ Σ１２ （Ａ２） ＴＣＧ[ ] Ｂ －１ｗＮｚ ＋

　 　 　 　 Σ９ｗＴ
Ｎｂ （Ｂ －１） Ｔ （Ａ２） ＴＣＧＡ１Ｂ

－１ｕＮ ＋ Σ５ｗＴ
Ｎｓ （Ｂ

－１） Ｔ （Ａ２） ＴＣＧＡ２Ｂ
－１ｗＮｂ ＋

　 　 　 　 Σ１０ｗＴ
Ｎｚ （Ｂ

－１） ＴＣＧＡ１Ｂ
－１ｕＮ ＋ Σ１１ｗＴ

Ｎｓ （Ｂ
－１） Ｔ （Ａ２） ＴＣＧＡ１Ｂ

－１ｕＮ， （２９）

　 　 Πｋ ＝
Ｍ０

２
ｕＴ

Ｎ （Ｂ －１） ＴＣＧＢ
－１ｕＮ － Ｍ１ｕＴ

Ｎ （Ｂ －１） ＴＣＧＡ１Ｂ
－１ｗＮｂ －

４Ｍ３

３ｈ２ ｕＴ
Ｎ （Ｂ －１） ＴＣＧＡ１Ｂ

－１ｗＮｓ ＋

　 　 　 　 １
２

ｗＴ
Ｎｂ （Ｂ －１） Ｔ（Ｍ２ＡＴ

１ＣＧＡ１ ＋ Ｍ０ＣＧ）Ｂ
－１ｗＮｂ ＋ ｗＴ

Ｎｂ （Ｂ －１） Ｔ ４Ｍ４

３ｈ２ ＡＴ
１ＣＧＡ１ ＋ Ｍ０ＣＧ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｂ －１ｗＮｓ ＋

　 　 　 　 ｗＴ
Ｎｓ （Ｂ

－１） Ｔ ８Ｍ６

９
ＡＴ

１ＣＧＡ１ ＋
Ｍ０ＣＧ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｂ －１ｗＮｓ ＋

８Ｍ４

ｈ４ ｗＴ
Ｎｚ （Ｂ

－１） ＴＣＧＢ
－１ｗＮｚ －

　 　 　 　
４Ｍ２

ｈ２ ［ｗＴ
Ｎｂ （Ｂ －１） ＴＣＧＢ

－１ｗＮｚ ＋ ｗＴ
Ｎｓ （Ｂ

－１） ＴＣＧＢ
－１ｗＮｚ］， （３０）

　 　 Πｅ ＝ （ｗＴ
Ｎｂ ＋ ｗＴ

Ｎｓ ＋ ｗＴ
Ｎｚ） （Ｂ －１） ＴＣＧｑＧ ． （３１）

权系数矩阵 ＣＧ 和求积点荷载列向量如下：

　 　 ＣＧ ＝
Ｌｅ

１２
ｄｉａｇ［１，５，５，１］， ｑＧ ＝ ［ｑ１，ｑ２，ｑ３，ｑ４］ Ｔ ． （３２）

引入下列单元总体节点列向量：

　 　 ｄＮ ＝ （ｕ） １，
∂ｕ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
，（ｗｂ） １，

∂ｗｂ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１

，（ｗｓ） １，
∂ｗｓ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１

，（ｗｚ） １，
∂ｗｚ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１

，é

ë
ê
ê

　 　 　 　 （ｕ） ４，
∂ｕ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４
，（ｗｂ） ４，

∂ｗｂ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

４

，（ｗｓ） ４，
∂ｗｓ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

４

，（ｗｚ） ４，
∂ｗｚ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

４

ù

û
ú
ú

Ｔ

． （３３）

由最小势能原理，可得单元刚度矩阵 Ｋｅ、质量矩阵 Ｍｅ、荷载列向量 Ｆｅ 的元素如下：

　 　 Ｋｅ
ｉｊ ＝

∂２Πｓ

∂ｄｉ∂ｄ ｊ
， Ｍｅ

ｉｊ ＝
∂２Πｋ

∂ｄｉ∂ｄ ｊ

， Ｆｅ
ｉ ＝

∂Πｅ

∂ｄｉ
， （３４）

其中 ｄｉ 表示 ｄＮ 中第 ｉ 个元素， Ｋｅ
ｉｊ 和 Ｍｅ

ｉｊ 表示刚度矩阵 Ｋｅ 和质量矩阵 Ｍｅ 的具体元素．
梁端部常见约束可以分为简支（Ｓ）、固支（Ｃ）、自由（Ｆ）三种类型．对于简支⁃简支（ＳＳ）、固支⁃固支（ＣＣ）、

固支⁃自由（ＣＦ）梁，相应的边界条件如下：
ＳＳ：
　 　 ｕ ｘ ＝ ０ ＝ ｗｂ ｘ ＝ ０，Ｌ ＝ ｗｓ ｘ ＝ ０，Ｌ ＝ ｗｚ ｘ ＝ ０，Ｌ ＝ ０； （３５）
ＣＣ：

　 　 ｕ ｘ ＝ ０，Ｌ ＝ ｗｂ ｘ ＝ ０，Ｌ ＝ ｗｓ ｘ ＝ ０，Ｌ ＝ ｗｚ ｘ ＝ ０，Ｌ ＝
∂ｗｂ

∂ｘ ｘ ＝ ０，Ｌ

＝
∂ｗｓ

∂ｘ ｘ ＝ ０，Ｌ

＝
∂ｗｚ

∂ｘ ｘ ＝ ０，Ｌ

＝ ０； （３６）

ＣＦ：

　 　 ｕ ｘ ＝ ０ ＝ ｗｂ ｘ ＝ ０ ＝ ｗｓ ｘ ＝ ０ ＝ ｗｚ ｘ ＝ ０ ＝
∂ｗｂ

∂ｘ ｘ ＝ ０

＝
∂ｗｓ

∂ｘ ｘ ＝ ０

＝
∂ｗｚ

∂ｘ ｘ ＝ ０

＝ ０． （３７）

３　 数值算例分析

本节对功能梯度微梁的静力弯曲和自由振动进行算例分析，借此验证理论模型及数值方法的有效性．为
了与现有文献比较，考虑 Ａｌ２Ｏ３ ／ Ａｌ 和 ＳｉＣ ／ Ａｌ 两类微梁，相应的组分材料参数由表 １ 列出．类似于文献［５⁃７，
１２］，内禀特征长度设为 ｌ ＝ １５ μｍ， 于是 ｈ ／ ｌ 表示无量纲厚度．为便于后续研究，引入下述无量纲参数：

　 　
ｗ－ （ｘ，ｚ） ＝

１００Ｅｍｂｈ３

１２ｑＬ４ ｗ（ｘ，ｚ）， σ－ ｘ（ｘ，ｚ） ＝ ｂｈ
ｑＬ

σ ｘ（ｘ，ｚ）， τ－ ｘｙ（ｘ，ｚ） ＝ ｂｈ
ｑＬ

τ ｘｙ（ｘ，ｚ），

ω－ ｎ ＝ ω ｎＬ２ ρｍ ／ Ｅｍ ／ ｈ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３８）
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表 １　 功能梯度微梁组分材料参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ＦＧ ｍｉｃｒｏｂｅａｍｓ

ｍａｔｅｒｉａｌ Ｅ ／ ＧＰａ υ ρ ／ （ｋｇ ／ ｍ３）
Ａｌ ７０ ０．３ ２ ７０２

Ａｌ２Ｏ３ ３８０ ０．３ ３ ９６０

ＳｉＣ ４２７ ０．１７ ３ １００

３．１　 有效性验证

表 ２ 给出了三种方法所预测的受均布荷载 ｑ 作用的 Ａｌ２Ｏ３ ／ Ａｌ 功能梯度简支微梁跨中无量纲中面挠度

ｗ－ ｍａｘ ．本文所构造的微分求积有限元（ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ， ＤＱＦＥＭ）和文献［１０］中 ＦＥＭ 均采

用 ６ 个单元．需要说明的是，在相同节点参数下，对应于同一微梁模型的 ＤＱＦＥＭ 和 ＦＥＭ 刚度矩阵和荷载向

量是相同的．两者的质量矩阵虽然具有相同的结构，但对应的元素不同，这点在文献［１８⁃１９］中已有验证．因
此，在梁的静力弯曲分析中，ＤＱＦＥＭ 和 ＦＥＭ 的收敛性相同．从表 ２ 可以看出，ＤＱＦＥＭ 与 ＦＥＭ 的预测结果与

Ｎａｖｉｅｒ 级数解十分吻合．此外， ｈ ／ ｌ 减小或者 Ｌ ／ ｈ 的增大会导致 ｗ－ ｍａｘ 减小，这说明忽略尺度效应会低估结构刚

度，而忽略剪切变形效应则相反．
表 ２　 不同梯度指数下功能梯度简支微梁的无量纲中面挠度

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｃｅｎｔｒａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ＳＳ ＦＧ ｍｉｃｒｏｂｅａｍ ｆｏｒ ｖａｒｉｏｕｓ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｉｎｄｅｘｅｓ

ｎ ｍｅｔｈｏｄ
Ｌ ／ ｈ ＝ ５

ｈ ／ ｌ ＝ ８ ｈ ／ ｌ ＝ ４ ｈ ／ ｌ ＝ ２ ｈ ／ ｌ ＝ １

Ｌ ／ ｈ ＝ １０

ｈ ／ ｌ ＝ ８ ｈ ／ ｌ ＝ ４ ｈ ／ ｌ ＝ ２ ｈ ／ ｌ ＝ １

０

ＤＱＦＥＭ ０．２１３ ６ ０．１７３ ４ ０．０９９ ０．０３６ ４ ０．２０１ ６ ０．１６４ ６ ０．０９４ ９ ０．０３５ ２

ＦＥＭ［１０］ ０．２１３ ６ ０．１７３ ４ ０．０９９ ０．０３６ ４ ０．２０１ ６ ０．１６４ ６ ０．０９４ ９ ０．０３５ ２

Ｎａｖｉｅｒ ０．２１３ ６ ０．１７３ ４ ０．０９９ ０．０３６ ４ ０．２０１ ６ ０．１６４ ６ ０．０９４ ９ ０．０３５ ２

１

ＤＱＦＥＭ ０．４２６ ９ ０．３３９ １ ０．１８６ １ ０．０６６ ３ ０．４０５ ８ ０．７３３ １ ０．１７９ ２ ０．０６４ ２

ＦＥＭ［１０］ ０．４２６ ８ ０．３３９ １ ０．１８６ １ ０．０６６ ３ ０．４０５ ７ ０．７３３ ０ ０．１７９ ２ ０．０６４ ２

Ｎａｖｉｅｒ ０．４２６ ９ ０．３３９ １ ０．１８６ １ ０．０６６ ３ ０．４０５ ３ ０．７３３ ２ ０．１７９ ２ ０．０６４ ２

１０

ＤＱＦＥＭ ０．８００ ８ ０．６６６ ９ ０．４０２ ０ ０．１５６ ５ ０．３２３ ９ ０．６１９ ６ ０．３８３ ３ ０．１５２ １

ＦＥＭ［１０］ ０．８００ ８ ０．６６６ ９ ０．４０２ ０ ０．１５６ ５ ０．３２３ ８ ０．６１９ ５ ０．３８３ ３ ０．１５２ １

Ｎａｖｉｅｒ ０．８０１ ０ ０．６６７ ０ ０．４０２ １ ０．１５６ ５ ０．３２３ ９ ０．６１９ ６ ０．３８３ ３ ０．１５２ １

　 　 表 ３ 给出了 ＤＱＦＥＭ 和 ＦＥＭ 所预测的 Ａｌ２Ｏ３ ／ Ａｌ 功能梯度简支微梁的 １ 阶、５ 阶、１５ 阶无量纲固有频率．
此处， Ｌ ／ ｈ ＝ ５，ｈ ／ ｌ ＝ １ 和 ｎ ＝ １．从表 ３ 可以看出，两种方法所得的 １ 阶固有频率迅速收敛，随着模态阶次的升

高，相应固有频率的收敛性有所降低．对于高阶固有频率，ＤＱＦＥＭ 的收敛性明显好于 ＦＥＭ ．为了解释 ＤＱＦＥＭ
的计算效率优势，图 ３ 比较了 ＤＱＦＥＭ 和 ＦＥＭ 在分析功能梯度简支微梁自由振动时所对应的质量矩阵（消
除边界约束后）条件数的对数．此处， Ｌ ／ ｈ ＝ ５，ｈ ／ ｌ ＝ １ 和 ｎ ＝ １，１０．结果显示，ＤＱＦＥＭ 所对应的质量矩阵条件

数明显小于 ＦＥＭ 所对应的质量矩阵条件数，说明 ＤＱＦＥＭ 的质量矩阵更良态，因而在分析振动问题时具有

更高的计算效率．原因在于 ＤＱＦＥＭ 和 ＦＥＭ 在节点配置上存在差异，ＤＱＦＥＭ 选取 Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ 求积点为节

点，在减少额外插值计算的同时也提高了计算效率，同时通过 ＤＱ 准则来直接离散近似函数在积分点处的导

数值．文献［１９⁃２０］针对各向同性应变梯度 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板和 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 板的微分求积有限元的计算效率也进行过

类似的分析．
表 ３　 不同单元数目下功能梯度微梁的 １ 阶、５ 阶、１５ 阶无量纲固有频率

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ １ｓｔ， ５ｔｈ ａｎｄ １５ｔｈ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＳＳ ＦＧ ｍｉｃｒｏｂｅａｍ ｕｎｄｅｒ ｖａｒｉｏｕｓ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｅｌｅｍｅｎｔｓ

Ｎ
ω－ １

ＤＱＦＥＭ ＦＥＭ

ω－ ５

ＤＱＦＥＭ ＦＥＭ

ω－ １５

ＤＱＦＥＭ ＦＥＭ

４ １０．２２４ ０ １０．２２４ ０ ６４．６２３ ６ ６４．６３７ ９ １７０．４４１ ０ １７３．４５５ ０

８ １０．２２１ ５ １０．２２１ ５ ６４．５４８ ５ ６４．５４８ ８ １６９．１４７ ５ １６９．１４９ ７

１２ １０．２２１ ３ １０．２２１ ３ ６４．５３９ ５ ６４．５４１ １ １６９．０９１ ８ １６９．０９２ ０

１６ １０．２２１ ３ １０．２２１ ３ ６４．５３９ １ ６４．５３９ ５ １６９．０７８ ９ １６９．０８１ ８

２０ １０．２２１ ３ １０．２２１ ３ ６４．５３９ １ ６４．５３９ １ １６９．０７８ ９ １６９．０７８ ９
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（ａ） 梯度指数 ｎ ＝ １ （ｂ） 梯度指数 ｎ ＝ １０
（ａ） Ｇｒａｄｉｅｎｔ ｆａｃｔｏｒ ｎ ＝ １ （ｂ） Ｇｒａｄｉｅｎｔ ｆａｃｔｏｒ ｎ ＝ １０

图 ３　 ＤＱＦＥＭ 和 ＦＥＭ 所对应的质量矩阵条件数的比较

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｍｍｏｎ ｌｏｇａｒｉｔｈｍ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ＤＱＦＥＭ ａｎｄ ｔｈｅ ＦＥＭ

３．２　 功能梯度微梁的静力弯曲分析

图 ４ 绘制了不同梯度指数下长度为 Ｌ、截面为 ｈ × ｈ 的 ＳｉＣ ／ Ａｌ 功能梯度简支微梁跨中横截面上无量纲正

应力沿高度方向的分布．此处采用 １０ 个单元计算，长细比设为 Ｌ ／ ｈ ＝ １０．图中结果显示，当 ｎ ＝ ０ 时，正应力沿

高度方向线性变化，原因在于梁由纯陶瓷组成，当 ｎ ＞ ０ 时，材料性能的非均匀性使得正应力与高度呈现出

非线性关系．当 ｎ ＝ １ 时，梁中陶瓷成分较多且由下到上呈梯度递减趋势，在靠近梁上侧面附近，陶瓷成分较

少且材料成分变化趋势最小，所以无量纲正应力曲线呈现出下半侧变化明显，上半侧趋于平滑；当 ｎ ＝ １０ 时，
梁中金属成分较多且从上到下梯度递减，在靠近梁上侧面附近，金属成分最多且材料成分变化趋势最大，所
以 ｎ ＝ １０ 时的无量纲正应力变化曲线与 ｎ ＝ １ 时变化曲线呈相反趋势．从图中还可以发现， ｈ ／ ｌ ＝ ８ 时的无量

纲正应力明显大于 ｈ ／ ｌ ＝ １ 时的情形，原因在于内禀特征长度的增加使微梁刚性增强，因而结构的变形程度

和应力均会降低．

（ａ） ｈ ／ ｌ ＝ １， Ｌ ／ ｈ ＝ １０ （ｂ） ｈ ／ ｌ ＝ ８， Ｌ ／ ｈ ＝ １０

图 ４　 不同梯度指数下功能梯度简支微梁跨中横截面上无量纲正应力沿高度方向的分布

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｔｈｒｏｕｇｈ⁃ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓｅｓ

ｉｎ ｔｈｅ ＳＳ ＦＧ ｍｉｃｒｏｂｅａｍ ｕｎｄｅｒ ｖａｒｉｏｕｓ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｆａｃｔｏｒｓ

表 ４ 给出了对应于不同梯度指数和无量纲厚度的横截面切应力 τ－ ｘｙ（０，０） ．从表中可以看出，随着 ｈ ／ ｌ 的
增大，无量纲切应力随之增大；随着梯度指数 ｎ 的增大，无量纲切应力随之减小；ＤＱＦＥＭ 所预测结果与 Ｎａｖｉ⁃
ｅｒ 级数解十分接近．
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表 ４　 功能梯度简支微梁的无量纲切应力 τ－ ｘｙ（０，０）

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓｅｓ τ－ ｘｙ（０，０） ｉｎ ｔｈｅ ＳＳ ＦＧ ｍｉｃｒｏｂｅａｍ

ｈ ／ ｌ
ｎ ＝ ０

ＤＱＦＥＭ Ｎａｖｉｅｒ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％

ｎ ＝ １

ＤＱＦＥＭ Ｎａｖｉｅｒ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％

ｎ ＝ １０

ＤＱＦＥＭ Ｎａｖｉｅｒ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％

∞ ０．７１９ ２ ０．７２４ ０ －０．６６１ ８ ０．７０９ ９ ０．７１９ ９ －１．３８３ ９ ０．６２７ ２ ０．６２８ １ －０．１３９ ０

８ ０．６５４ ８ ０．６５８ ２ －０．５０９ ６ ０．６４１ ６ ０．６５１ ３ －１．４９１ ０ ０．５５０ ８ ０．５５５ ３ －０．８１５ ０

４ ０．５２０ ４ ０．５２４ ０ －０．６９５ ０ ０．５０５ ３ ０．５１３ ６ －１．６１９ ９ ０．４１１ ０ ０．４１４ ３ －０．７９２ ５

２ ０．２９０ ６ ０．２９２ ６ －０．６８６ ０ ０．２７９ ６ ０．２８４ ０ －１．５３３ １ ０．１９７ ３ ０．１９９ ０ －０．８６５ ４

１ ０．１０６ ０ ０．１０６ ４ －０．３８０ ９ ０．１０１ ８ ０．１０３ ６ －１．７２２ ３ ０．０６０ １ ０．０６０ ２ －０．１０１ ０

　 　 表 ５ 分别列出了长度为 Ｌ 、截面为 ｈ × ｈ 的 Ａｌ２Ｏ３ ／ Ａｌ 功能梯度微梁在 ＳＳ 和 ＣＣ 边界下的无量纲最大挠

度 １００Ｅｍｂｈ３ｗ（Ｌ ／ ２，０） ／ （ｑＬ４） ．表中结果显示，当梯度指数 ｎ 或者 ｈ ／ ｌ 增加时，无量纲挠度也增大，这是因为

两个参数的增大均会导致梁的刚度减小．此外，无量纲挠度随着长细比 Ｌ ／ ｈ 的增大而减小．
表 ５　 不同梯度指数下功能梯度微梁的无量纲最大挠度

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ＳＳ ａｎｄ ＣＣ ＦＧ ｍｉｃｒｏｂｅａｍｓ ｆｏｒ ｖａｒｉｏｕｓ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｂｏｕｎｄａｒｙ ｔｙｐｅ Ｌ ／ ｈ ｎ
ｈ ／ ｌ

∞ ８ ４ ２ １

ＳＳ

５

０ ３．２０４ ３ ２．９７８ ８ ２．４５９ ７ １．４５０ ４ ０．５５１ ６

１ ６．２４２ ９ ５．７３９ ６ ４．６２２ １ ２．６００ ４ ０．９５０ ０

１０ １０．９８４ １ １０．２５８ ８．５７４ ４ ５．２０７ ６ ２．０４７ ３

１０

０ ２．９５９ ８ ２．７５８ ３ ２．２９０ ５ １．３６４ ８ ０．５２１ ７

１ ５．８３０ ０ ５．３７１ ９ ４．３４７ １ ２．４６５ ７ ０．９０３ １

１０ ９．８６８ １ ９．２７４ ９ ７．８６０ ９ ４．８９１ ８ １．９５２ ９

２０

０ ２．８９８ ７ ２．７０３ １ ２．２４８ １ １．３４３ ５ ０．５１４ ８

１ ５．７２６ ８ ５．２７９ ８ ４．２７８ １ ２．４３２ ２ ０．８９２ ３

１０ ９．５８８ ９ ９．０２８ １ ７．６８１ ５ ４．８１３ ４ １．９３１ ５

ＣＣ

５

０ ０．８５８ ５ ０．７８９ ７ ０．６４５ ２ ０．３８６ ０ ０．１６１ ６

１ １．６１３ ５ １．４７２ ３ １．１８２ ４ ０．６８６ ５ ０．２７９ ９

１０ ３．２１０ ７ ２．９１０ ７ ２．３１２ ６ １．３２３ ８ ０．５３４ ３

１０

０ ０．６４４ ７ ０．５９８ ２ ０．４９６ ０ ０．３０１ １ ０．１２３ ８

１ １．２５２ ４ １．１５０ ７ ０．９３３ １ ０．５４３ ８ ０．２１５ ８

１０ ２．２２３ ８ ２．０６７ ５ １．７２２ ６ １．０５６ ８ ０．４３５ １

２０

０ ０．５９１ ６ ０．５５０ ６ ０．４５８ ０ ０．２７７ ２ ０．１１１ ２

１ １．１６２ ７ １．０７０ ６ ０．８６９ ０ ０．５０２ ３ ０．１９３ ６

１０ １．９７４ ６ １．８５２ ３ １．５６８ ８ ０．９８３ ４ ０．４０４ ２

３．３　 功能梯度微梁的自由振动分析

本节利用准三维梁模型分析长度为 Ｌ、截面为 ｈ × ｈ 的 Ａｌ２Ｏ３ ／ Ａｌ 功能梯度微梁的自由振动．此处采用 ３２
个单元，假定 Ｌ ／ ｈ ＝ ５ 和 ｈ ／ ｌ ＝ ∞ （即不考虑尺度效应）．表 ６ 给出了不同梯度指数下 ＤＱＦＥＭ 与文献［２１］中
ＦＥＭ 所预测的 １ 阶固有频率，从表中可以看到两种方法所得结果吻合得很好．

表 ６　 功能梯度简支微梁的 １ 阶无量纲固有频率

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｔｈｅ １ｓｔ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＳＳ ＦＧ ｍｉｃｒｏｂｅａｍ

ｍｅｔｈｏｄ
ｎ

０ ０．５ １ ２ ５ １０

ＦＥＭ［２１］ ５．１６１ ８ ４．４２４ ０ ４．００７ ９ ３．６４４ ２ ３．４１３ ３ ３．２９０ ３

ＤＱＦＥＭ ５．１６１ ６ ４．４２５ ３ ４．００９ ４ ３．６４５ １ ３．４１０ ９ ３．２８６ ６

　 　 表 ７ 列出了不同无量纲厚度下功能梯度悬臂微梁的前 １０ 阶无量纲固有频率．此处 Ｌ ／ ｈ ＝ ２０，ｎ ＝ １．表中

结果显示，尺度效应对微梁固有频率具有显著影响，当 ｈ ／ ｌ ＝ １ 时尺度效应最强，当 ｈ ／ ｌ ＞ ２０ 时尺度效应对固
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有频率的影响几乎可以忽略．
表 ７　 功能梯度悬臂微梁的前 １０ 阶无量纲固有频率

Ｔａｂｌｅ ７　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ １０ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＣＦ ＦＧ ｍｉｃｒｏｂｅａｍ

ｍｏｄｅ
ｈ ／ ｌ

１ ２ ４ ８ ２０ ４０ １００

１ ３．８２４ １ ２．３２８ ７ １．７５８ ６ １．５８３ ６ １．５３０ ９ １．５２３ ２ １．５２１ １

２ ２３．７８８ ６ １４．４６７ ７ １０．９１４ ７ ９．８２３ ２ ９．４９４ ７ ９．４４６ ８ ９．４３３ ４

３ ５３．４２４ ５ ３９．９７８ ３ ３０．１０９ ２ ２７．０７３ ３ ２６．１５９ １ ２６．０２５ ８ ２５．９８８ ４

４ ６５．８４６ ４ ５３．４０７ ６ ５３．３３４ １ ５１．７１４ ３ ５０．０３５ ９ ４９．７８３ ６ ４９．７１２ ５

５ １２６．９８４ ９ ７６．９６９ ６ ５７．８９１ ８ ５３．６０４ ０ ５３．５００ ６ ５３．４９３ １ ５３．４９１ ２

６ １６０．２２９ ３ １２４．５３２ ３ ９３．２８７ ６ ８３．６２１ ４ ８０．７０３ １ ８０．２７７ ３ ８０．１５７ ７

７ ２０５．９７５ ４ １６０．２５７ ５ １３５．７５７ ０ １２１．４３２ ９ １１７．１００ ２ １１６．４６７ ７ １１６．２９０ ０

８ ２６６．８８１ ７ １８１．８７７ ２ １６０．１１１ ８ １５９．６２５ ９ １５７．４９８ ７ １５６．８２９ １ １５６．６２９ ３

９ ３０１．３０４ １ ２４８．１５９ ０ １８４．５８５ ４ １６５．１６３ ８ １６１．２５２ １ １６１．０３９ ４ １６０．９９１ ３

１０ ３７３．４０２ ８ ２６６．８８２ ８ ２３８．６２２ ６ ２１２．３８０ ４ ２０４．３８４ ３ ２０３．２１４ ９ ２０２．８８６ ２

　 　 图 ５ 研究了梯度指数和无量纲厚度对功能梯度简支微梁的 １ 阶振动频率的影响，此处 Ｌ ／ ｈ ＝ １０．为比较

起见，图 ５ 同时给出了对应的 Ｎａｖｉｅｒ 级数解．从图中可以看出，数值解和解析解呈现出很好的一致性；随着 ｎ
或 ｈ ／ ｌ 的增大，１ 阶无量纲固有频率随之减小，这是由于两个参数的增加均会引起结构刚度减小．

图 ５　 功能梯度简支微梁在不同梯度指数下的 １ 阶无量纲固有频率

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ １ｓｔ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＳＳ ＦＧ ｍｉｃｒｏｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｉｎｄｅｘｅｓ

图 ６ 绘制了不同无量纲厚度下功能梯度固支微梁的 １ 阶振动模态，此处 Ｌ ／ ｈ ＝ ４ 和 ｎ ＝ １．从图 ６ 可以看

出，尺度效应对 ｕ和 ｗｂ 的振动模态影响比较小，而对 ｗｓ 和 ｗｚ 的振动模态影响显著；尺度效应会增强 ｕ，ｗｚ，ｗｂ

对应的振动模态，而抑制 ｗｓ 对应的振动模态，原因在于尺度效应和剪切变形效应对梁的刚度起着相反的作

用．图 ７ 绘制了不同梯度指数下功能梯度固支微梁的 １ 阶振动模态，此处 Ｌ ／ ｈ ＝ ４ 和 ｈ ／ ｌ ＝ ０．５．图 ７ 结果显示，
梯度指数对 ｕ，ｗｚ，ｗｓ 对应的 １ 阶振动模态影响显著，而对 ｗｂ 对应的 １ 阶振动模态几乎没有影响；功能梯度指

数对法向伸缩变形的影响特别明显．如前所述，功能梯度微梁的轴向振动和弯曲振动的相互耦合会引起位移

分量 ｕ，ｗｚ，ｗｂ，ｗｓ 所对应的振动模态此消彼长．Ｄｍａｘ 为 ４ 个模态位移列向量中绝对值的最大值．
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图 ６　 尺度效应对两端固支功能梯度微梁的 １ 阶振动模态的影响

Ｆｉｇ． ６　 Ｓｉｚｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｎ ｔｈｅ １ｓｔ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＣＣ ＦＧ ｍｉｃｒｏｂｅａｍ

图 ７　 梯度指数对两端固支功能梯度微梁的 １ 阶振动模态的影响

Ｆｉｇ． ７　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｉｎｄｅｘ ｏｎ ｔｈｅ １ｓｔ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＣＣ ＦＧ ｍｉｃｒｏｂｅａｍ

４　 结　 　 论

本文将修正的偶应力理论与四参数高阶剪切⁃法向伸缩变形理论相结合发展出一种准三维功能梯度微

梁模型，采用第二类 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程推导了微梁的运动方程和边界条件，构造了一种 ２ 节点 １６ 自由度微分求

积有限元求解相应的静动力学边值问题．通过对比性研究，验证了本文梁模型及梁单元的有效性．最后，研究

了各参数以及边界条件对微梁静态响应与振动特性的影响．结果表明：相比于标准的 Ｃ１ 梁单元，本文微分求

积有限元具有更好的收敛性；增大内禀特征长度或者减小梯度指数均会提高微梁的刚度，从而使梁的静态响

应幅值降低、振动频率增加；随着长细比的减小，法向伸缩变形和高阶剪切变形效应显著增强；尺度效应和梯

度指数不仅影响微梁的静态响应和振动频率，还会显著改变微梁的振动模态．
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