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摘要：　 基于对流迎风分裂思想构造的 ＡＵＳＭ 类格式具有简单、高效、分辨率高等优点，在计算流

体力学中得到了广泛的应用．传统的 ＡＵＳＭ 类格式在计算界面数值通量时只考虑网格界面法向的

波系，忽略了网格界面横向波系的影响．使用 Ｌｉｏｕ⁃Ｓｔｅｆｆｅｎ 通量分裂方法将二维 Ｅｕｌｅｒ 方程的通量分

裂成对流通量和压力通量，采用 ＡＵＳＭ 格式来分别计算对流数值通量和压力数值通量．通过求解考

虑了横向波系影响的角点数值通量来构造一种真正二维的 ＡＵＳＭ 通量分裂格式．在计算一维算例

时，该格式保留了精确捕捉激波和接触间断的优点．在计算二维算例时，该格式不仅具有更高的分

辨率而且表现出更好的鲁棒性，可以消除强激波波后的不稳定现象．此外，在多维问题的数值模拟

中，该格式大大地提高了稳定性 ＣＦＬ 数，具有更高的计算效率．因此，它是一种精确、高效并且强鲁

棒性的数值方法．
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引　 　 言

近几十年来，构造高分辨率、高效率和强鲁棒性的迎风格式吸引了计算流体力学工作人员

的广泛关注．一类迎风格式是通量差分裂（ＦＤＳ）格式，如 Ｒｏｅ 格式［１］ 和 ＨＬＬＣ 格式［２］，其特点

是耗散小、鲁棒性差，计算高速流问题时容易出现数值激波不稳定性．另一类迎风格式是通量

向量分裂（ＦＶＳ）格式，如 Ｓｔｅｇｅｒ⁃Ｗａｒｍｉｎｇ 格式［３］ 和 ｖａｎ Ｌｅｅｒ 格式［４］，其特点是形式简单、鲁棒

性好，但是数值耗散大，对于接触波、物质界面、剪切波、涡流以及燃烧面的分辨率低［５］ ．Ｌｉｏｕ 和

Ｓｔｅｆｆｅｎ 结合两类迎风格式的特点，构造了一种混合迎风格式，即 ＡＵＳＭ（ ａｄｖｅｃｔｉｏｎ ｕｐｓｔｒｅａｍ
ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ）格式［６］，并且发展成为广泛应用于湍流、多相流和磁流体力学等领域的 ＡＵＳＭ
类格式［７⁃１０］ ．

在求解多维问题时，传统的迎风方法都是基于方向分裂的思路来设计的，在计算网格界面

的数值通量时只考虑界面法向的波系，而忽略了横向波系的影响［１１］，其本质是采用一维迎风

格式来计算多维数值通量．这不仅会降低格式的分辨率，而且稳定性 ＣＦＬ 数也会减小，从而降

低格式的计算效率［１２］ ．研究人员做了大量的尝试来克服这些问题，基本的思路是在网格界面
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数值通量的计算中增加横向波系的影响，进而设计一种真正多维的迎风格式．
一些研究人员通过对一维迎风格式进行复杂的组合来实现数值格式的多维迎风性．例如，

Ｒｕｍｓｅｙ 等［１３］构造了一种多维 Ｒｏｅ 格式来计算多维 Ｅｕｌｅｒ 方程和 Ｎ⁃Ｓ 方程，Ｃｏｌｌｅｌａ［１４］提出了一

种多维角点输运格式，Ｌｅｖｅｑｕｅ［１５］设计了多维波传播算法，Ｓａｌｔｚｍａｎ［１６］ 基于二维对流算法构造

了三维迎风格式．尽管这样处理可以增加稳定性 ＣＦＬ 数，但是经常会以求解大量的一维 Ｒｉｅ⁃
ｍａｎｎ 问题作为代价，从而大大增加单时间步的计算量．另外一些研究人员尝试去建立更加复

杂的多维波传播模型来构造线性化的多维迎风格式［１７⁃１９］，但是该格式只能用来计算 Ｅｕｌｅｒ 方
程，很难推广到其他的守恒律系统．此外，Ｗｅｎｄｒｏｆｆ［２０］ 利用 ＨＬＬＥ 格式适用于任何守恒律系统

这一特性构造了一种真正多维的 Ｒｉｅｍａｎｎ 解法器，但是该格式引入了九个常数状态，形式非常

复杂．
在文献［２１］中，Ｂａｌｓａｒａ 基于一维 ＨＬＬＥ 格式构造了一种简单高效的真正二维 Ｒｉｅｍａｎｎ 解

法器，并将其应用到 Ｅｕｌｅｒ 方程和磁流体力学的数值模拟中．与前面的多维迎风格式不同的是，
该格式具有简单的封闭形式，其算法很容易实现，具有较高的计算效率．为了克服二维 ＨＬＬＥ
格式无法捕捉接触间断和剪切波的缺陷，Ｂａｌｓａｒａ［２２］ 在两个常数态之间引入一个子波系，从而

构造了一种可以应用到任何守恒律系统的真正二维 ＨＬＬＣ 格式．在文献［２３］中，Ｂａｌｓａｒａ 利用相

似变量来阐述多维 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题，并且证明了任何一种自相似一维 Ｒｉｅｍａｎｎ 解法器都可以用

来构造多维 Ｒｉｅｍａｎｎ 解法器．Ｄｕｍｂｓｅｒ 和 Ｂａｌｓａｒａ［２４］ 对具有自相似内部结构的多维 Ｒｉｅｍａｎｎ 问

题提出了一种求解策略，并且构造了一种可以用来求解守恒律和非守恒律问题的多维 ＨＬＬＩ
格式，其优点是在计算数值通量时不需要详细区分接触间断的方向．最近，Ｂａｌｓａｒａ 和 Ｎｋｏｎｇａ［２５］

将 ＨＬＬＩ 格式进行推广，构造了一种具有广泛用途的多维 ＭｕＳＩＣ（ｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ， ｓｅｌｆ⁃ｓｉｍｉｌａｒ，
ｓｔｒｏｎｇｌｙ⁃ｉｎｔｅｒａｃｔｉｎｇ， ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ）格式．

采用 Ｂａｌｓａｒａ 的思路，Ｍａｎｄａｌ 和 Ｓｈａｒｍａ［２６］ 利用 ＨＬＬ⁃ＣＰＳ 格式的优点并且结合 Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ
分裂方法构造了一种简单高效的二维 ＨＬＬ 格式．胡立军和袁礼［１１］基于 Ｔｏｒｏ⁃Ｖáｚｑｕｅｚ 分裂方法

在二维结构网格上构造了一种真正二维的 ＨＬＬ Ｒｉｅｍａｎｎ 解法器，Ｑｕ 等［２７］ 将其推广到了二维

曲线坐标系．胡立军和袁礼［２８］基于 Ｌｉｏｕ⁃Ｓｔｅｆｆｅｎ 分裂方法构造了一种真正二维的 ＨＬＬ 格式．结
合通量分裂方法设计的多维迎风格式，形式简单并且计算代价小，为构造真正多维迎风格式提

供了一条新的思路．
本文以传统的一维 ＡＵＳＭ 格式为基础，构造了一种形式简单的二维通量分裂格式．与其他

研究人员构造的真正二维通量分裂格式不同的是，本文采用 ＡＵＳＭ 格式而不是 ＨＬＬ 格式来计

算压力通量，从而进一步减少 ＨＬＬ 格式带来的数值耗散．全文结构如下： 第 １ 节介绍一些预备

知识，包括控制方程组和 Ｌｉｏｕ⁃Ｓｔｅｆｆｅｎ 通量分裂方法；第 ２ 节详细介绍真正二维的 ＡＵＳＭ 通量

分裂格式的构造过程；第 ３ 节展示数值算例的结果和分析；最后，第 ４ 节是全文的结论．

１　 预 备 知 识

在这一部分，首先介绍可压缩流的控制方程组，然后介绍 Ｌｉｏｕ⁃Ｓｔｅｆｆｅｎ 通量分裂方法．
１．１　 控制方程组

直角坐标系下的二维 Ｅｕｌｅｒ 方程组为

　 　 ∂Ｕ
∂ｔ

＋ ∂Ｆ（Ｕ）
∂ｘ

＋ ∂Ｇ（Ｕ）
∂ｙ

＝ ０， （１）

式中
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　 　 Ｕ ＝

ρ
ρｕ
ρｖ
Ｅ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， Ｆ（Ｕ） ＝

ρｕ
ρｕ２ ＋ ｐ
ρｕｖ

ｕ（Ｅ ＋ ｐ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， Ｇ（Ｕ） ＝

ρｖ
ρｕｖ

ρｖ２ ＋ ｐ
ｖ（Ｅ ＋ ｐ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， （２）

ρ 为密度， ｕ，ｖ 为 ｘ 和 ｙ 方向的流体速度， ｐ 为压力， Ｅ ＝ ｐ ／ （γ － １） ＋ ０．５ρ（ｕ２ ＋ ｖ２） 为总能．状
态方程为

　 　 ｐ ＝ （γ － １）［Ｅ － ０．５ρ（ｕ２ ＋ ｖ２）］， （３）
本文比热比 γ 取 １．４．

用守恒型数值方法求解式（１）：

　 　 Ｕｎ＋１
ｉ， ｊ ＝ Ｕｎ

ｉ， ｊ －
Δｔ
Δｘ

（Ｆｉ ＋１ ／ ２， ｊ － Ｆｉ －１ ／ ２， ｊ） － Δｔ
Δｙ

（Ｇｉ， ｊ ＋１ ／ ２ － Ｇｉ， ｊ －１ ／ ２）， （４）

式中， Ｆｉ ＋１ ／ ２， ｊ 和 Ｇｉ， ｊ ＋１ ／ ２ 为 ｘ 和 ｙ 方向的数值通量．
１．２　 Ｌｉｏｕ⁃Ｓｔｅｆｆｅｎ通量分裂

Ｌｉｏｕ 和 Ｓｔｅｆｆｅｎ［６］ 将法向动量方程的静压项分裂出来，从而将 Ｅｕｌｅｒ 方程的通量分裂成对

流项和压力项两部分．以 ｘ 方向为例：

　 　 Ｆ（Ｕ） ＝ Ａｘ（Ｕ） ＋ Ｐｘ（Ｕ） ＝

ρｕ
ρｕ２

ρｕｖ
ｕ（Ｅ ＋ ｐ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＋

０
ｐ
０
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

． （５）

对流通量 Ａｘ（Ｕ） 的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为

　 　 Ｂ ＝

０ １ ０ ０
－ ｕ２ ２ｕ ０ ０
－ ｕｖ ｖ ｕ ０

ｕ［０．５（γ － １）（ｕ２ ＋ ｖ２） － Ｈ］ Ｈ － （γ － １）ｕ２ － （γ － １）ｕｖ γｕ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， （６）

式中， Ｈ ＝ （Ｅ ＋ ｐ） ／ ρ 为总焓， Ｂ 的特征值为

　 　 λ ａ
１ ＝ λ ａ

２ ＝ λ ａ
３ ＝ ｕ， λ ａ

４ ＝ γｕ ． （７）
压力通量 Ｐｘ（Ｕ） 的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为

　 　 Ｍ ＝

０ ０ ０ ０
γ － １

２
（ｕ２ ＋ ｖ２） － （γ － １）ｕ － （γ － １）ｖ γ － １

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （８）

矩阵 Ｍ 的特征值为

　 　 λ ｐ
１ ＝ － （γ － １）ｕ， λ ｐ

２ ＝ λ ｐ
３ ＝ λ ｐ

４ ＝ ０． （９）

２　 二维 ＡＵＳＭ 通量分裂格式

这一节将详细介绍真正二维的 ＡＵＳＭ 通量分裂格式的构造过程．如图 １（ａ）所示，将计算

区域划分成二维结构化网格．以网格单元 （ ｉ， ｊ） 为例，传统的一维迎风格式网格界面的数值通

量通过求解由 （ＵＬ，ＵＲ） 构成的一维 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题来获得．按照 Ｂａｌｓａｒａ 在文献［２１］中构造多

维迎风格式的思路，在计算界面数值通量时，不仅考虑界面中点处数值通量的贡献，还要考虑
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角点处由 （ＵＲＵ，ＵＬＵ，ＵＬＤ，ＵＲＤ） 所构成的二维 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题对于数值通量的影响，如图 １（ｂ）
所示．文中用 Ｆｍｉｄ

ｉ ＋１ ／ ２， ｊ 表示界面中点处的一维数值通量， Ｆｃｏｒ
ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＋１ ／ ２ 表示界面角点处的二维数值

通量．

（ａ） 二维结构化网格［２１］ （ｂ） 角点处 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题的四个初态［２６］

（ａ） Ｔｈｅ ２Ｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｇｒｉｄ［２１］ （ｂ） Ｆｏｕｒ ｉｎｉｔｉａｌ ｓｔａｔｅｓ ａｔ ｔｈｅ ｃｏｒｎｅｒｓ［２６］

图 １　 结构化网格和角点处 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题的四个初态

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｇｒｉｄ ａｎｄ ｆｏｕｒ ｉｎｉｔｉａｌ ｓｔａｔｅｓ ａｔ ｔｈｅ ｃｏｒｎｅｒｓ

２．１　 界面中点一维数值通量的计算

根据 Ｌｉｏｕ⁃Ｓｔｅｆｆｅｎ 对流 ／压力通量分裂式（５），界面中点处的一维数值通量可以分裂成对流

数值通量和压力数值通量之和：
　 　 Ｆｍｉｄ

ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＝ Ａｘ，ｍｉｄ
ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＋ Ｐｘ，ｍｉｄ

ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ． （１０）
２．１．１　 中点对流数值通量

通过引入 Ｍａｃｈ 数 Ｍａ ＝ ｕ ／ ａ， 式（５）中的对流通量可以改写成

　 　 Ａｘ（Ｕ） ＝

ρｕ
ρｕ２

ρｕｖ
ｕ（Ｅ ＋ ｐ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝ Ｍａ

ρａ
ρｕａ
ρｖａ

ａ（Ｅ ＋ ｐ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝ ＭａΦ， （１１）

式中 ａ ＝ γｐ ／ ρ 为当地声速．
对界面 Ｍａｃｈ 数进行分裂，从而网格界面中点处的对流数值通量可以表示成

　 　 Ａｘ，ｍｉｄ
ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＝

１
２

Ｍａ１ ／ ２（ΦＬ ＋ ΦＲ） － １
２

｜ Ｍａ１ ／ ２ ｜ （ΦＲ － ΦＬ） ． （１２）

采用文献［６］中的方法来计算界面 Ｍａｃｈ 数：

　 　 Ｍａ１ ／ ２ ＝ Ｍａ ＋
Ｌ ＋ Ｍａ －

Ｒ， Ｍａ ±＝
± １

４
（Ｍａ ± １） ２， ｉｆ　 ｜ Ｍａ ｜ ≤ １，

１
２
（Ｍａ ±｜ Ｍａ ｜ ）， ｉｆ　 ｜ Ｍａ ｜ ＞ １ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１３）

注意到，通过隐含在界面 Ｍａｃｈ 数中对流速度的符号，式（１２）中的数值通量是满足迎风性的．
２．１．２　 中点压力数值通量

采用 ＡＵＳＭ 格式［６］来计算界面中点的压力数值通量，其值为
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　 　 Ｐｘ，ｍｉｄ
ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＝

０
ｐ１ ／ ２

０
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，　 　 ｐ１ ／ ２ ＝ ｐ ＋
Ｌ ＋ ｐ －

Ｒ， （１４）

其中压力分裂采用 （Ｍａ ± １） 的二阶多项式展开来计算：

　 　 ｐ ±＝

ｐ
４
（Ｍａ ± １） ２（２ ∓ Ｍａ）， ｉｆ　 ｜ Ｍａ ｜ ≤ １，

ｐ
２
（Ｍａ ±｜ Ｍａ ｜ ） ／ Ｍａ， ｉｆ　 ｜ Ｍａ ｜ ＞ １ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１５）

２．２　 界面角点二维数值通量的计算

根据 Ｌｉｏｕ⁃Ｓｔｅｆｆｅｎ 通量分裂式（５），角点处的二维数值通量可以分裂成两部分之和：
　 　 Ｆｃｏｒ

ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＋１ ／ ２ ＝ Ａｘ，ｃｏｒ
ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＋１ ／ ２ ＋ Ｐｘ，ｃｏｒ

ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＋１ ／ ２ ． （１６）
２．２．１　 角点对流数值通量

使用迎风格式来求解角点处的对流数值通量．在计算中考虑角点处横向波对数值通量的

贡献来实现数值格式真正二维的特性．其具体的计算公式为

　 　 Ａｘ，ｃｏｒ
ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＋１ ／ ２ ＝ Ｍａ

ＳＵ

ρａ
ρｕａ
ρｖａ

ａ（Ｅ ＋ ｐ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｋ１

－ ＳＤ

ρａ
ρｕａ
ρｖａ

ａ（Ｅ ＋ ｐ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｋ２

ＳＵ － ＳＤ
， （１７）

式中，平均 Ｍａｃｈ 数 Ｍａ 为

　 　

Ｍａ ＝ ０．５（ＭａＬ ＋ ＭａＲ），

ＭａＬ ＝ Ｍａ ＋
ＬＤ ＋ Ｍａ －

ＬＵ， ＭａＲ ＝ Ｍａ ＋
ＲＤ ＋ Ｍａ －

ＲＵ，

Ｍａ ±＝
± １

４
（Ｍａ ± １） ２， ｉｆ　 ｜ Ｍａ ｜ ≤ １，

１
２
（Ｍａ ±｜ Ｍａ ｜ ）， ｉｆ　 ｜ Ｍａ ｜ ＞ １ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（１８）

根据平均 Ｍａｃｈ 数 Ｍａ 的符号来选取迎风方向 ｋ１ 和 ｋ２：

　 　
ｋ１ ＝ ＬＵ， ｋ２ ＝ ＬＤ， ｉｆ　 Ｍａ ＞ ０，

ｋ１ ＝ ＲＵ， ｋ２ ＝ ＲＤ， ｉｆ　 Ｍａ ≤ ０ ．{ （１９）

２．２．２　 角点压力数值通量

文献［２８］基于 Ｌｉｏｕ⁃Ｓｔｅｆｆｅｎ 通量分裂方法构造的真正二维数值格式采用 ＨＬＬ 格式来计算

压力通量，这会降低数值格式对于接触间断的分辨率．为了更好地保留一维 ＡＵＳＭ 格式能够捕

捉接触间断的优点，本文中的压力数值通量使用 ＡＵＳＭ 格式而不是 ＨＬＬ 格式来求解：

　 　 Ｐｘ，ｃｏｒ
ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＋１ ／ ２ ＝

Ｐ
－ ｘ
Ｌ ＋ Ｐ

－ ｘ
Ｒ

２
－

２ＳＲＳＬ（Ｐｙ
ＲＵ － Ｐｙ

ＬＵ ＋ Ｐｙ
ＬＤ － Ｐｙ

ＲＤ）
（ＳＲ － ＳＬ）（ＳＵ － ＳＤ）

． （２０）

上式右端第一项为考虑了影响域面积加权的 ＡＵＳＭ 通量，其计算公式为
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　 　 Ｐ
－ ｘ
Ｌ ＝

０
ｐ－ Ｌ

０
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， Ｐ
－ ｘ
Ｒ ＝

０
ｐ－Ｒ

０
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

． （２１）

平均压力 ｐ－ Ｌ 和 ｐ－Ｒ 的计算公式为

　 　

ｐ－ Ｌ ＝ ｐ ＋
ＬＤ ＋ ｐ －

ＬＵ， ｐ－Ｒ ＝ ｐ ＋
ＲＤ ＋ ｐ －

ＲＵ，

ｐ ±＝

ｐ
４
（Ｍａ ± １） ２（２ ∓ Ｍａ）， ｉｆ　 ｜ Ｍａ ｜ ≤ １，

ｐ
２
（Ｍａ ±｜ Ｍａ ｜ ） ／ Ｍａ， ｉｆ　 ｜ Ｍａ ｜ ＞ １，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（２２）

式中，平均 Ｍａｃｈ 数 Ｍａ 的定义见式（１８）．式（２０）右端第二项为横向压力通量对角点处压力数

值通量的贡献．其中， Ｐｙ 为 ｙ 方向的压力通量，其定义为

　 　 Ｐｙ ＝

０
０
ｐ
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

． （２３）

如图 １（ｂ）所示，波速 ＳＵ，ＳＤ，ＳＬ，ＳＲ 分别代表沿着上、下、左、右四个方向传播的最快波速，本文

按照文献［１１］中的定义来计算波速．
２．３　 界面数值通量

从图 １（ａ）可知，界面 （ ｉ ＋ １ ／ ２， ｊ） 总的数值通量 Ｆｉ ＋１ ／ ２， ｊ 由中点处的数值通量 Ｆｍｉｄ
ｉ ＋１ ／ ２， ｊ 和两

个角点 Ｃ１ 和 Ｃ４ 的数值通量 Ｆｃｏｒ
ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＋１ ／ ２ 和 Ｆｃｏｒ

ｉ ＋１ ／ ２， ｊ －１ ／ ２ 组成．利用 Ｓｉｍｐｓｏｎ 公式［２１］对这三部分通量

进行求和，得到真正二维的 ＡＵＳＭ 通量分裂格式（ ｇｅｎｕｉｎｅｌｙ ２Ｄ ａｄｖｅｃｔｉｏｎ ｕｐｓｔｒｅａｍ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ
ｍｅｔｈｏｄ，ＧＴ⁃ＡＵＳＭ）最终的数值通量表达式为

　 　 Ｆｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＝
１
６

Ｆｃｏｒ
ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＋１ ／ ２ ＋ ４

６
Ｆｍｉｄ

ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＋
１
６

Ｆｃｏｒ
ｉ ＋１ ／ ２， ｊ －１ ／ ２ ． （２４）

３　 数值结果及分析

这一部分我们计算一些典型的算例来验证本文所构造的真正二维 ＡＵＳＭ 格式在数值计

算中的表现，包括格式的精度、鲁棒性和计算效率．
３．１　 一维算例

使用 ＧＴ⁃ＡＵＳＭ 格式计算存在精确解的四个一维 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题，其中每个问题在数值计

算中分别代表了一种特定的计算难度．计算区域 ［０，１］ 被均匀划分成 ２００ 个网格，初始间断的

位置 ｘ０，间断左右的初始物理状态 ＷＬ 和 ＷＲ 以及计算时间 Ｔ０ 如表 １ 所示．计算中使用的 ＣＦＬ
数均为 ０．９．

算例 １ 的解由两个右行的强激波和位于中间的接触间断构成，并且左边激波移动的速度

非常慢．该算例通常用来检验数值格式捕捉强激波（包括慢行激波）和接触间断的能力．从图 ２
（ａ）可以看到本文构造的 ＧＴ⁃ＡＵＳＭ 格式对于各个波系都得到了比较满意的计算结果．

算例 ２ 的解对应一个孤立静止的接触波．一般来说，高分辨率格式都能精确地分辨孤立静

止的接触间断，因此该算例通常用来检验格式数值耗散的大小．从图 ２（ｂ）可以看到 ＧＴ⁃ＡＵＳＭ
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格式保留了传统 ＡＵＳＭ 格式能够精确地分辨孤立静止的接触间断的优点．
表 １　 四个一维 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题的初始值和计算时间

Ｔａｂｌｅ １　 Ｉｎｉｔｉａｌ ｄａｔａ ｏｆ ４ １Ｄ Ｒｉｅｍａｎｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ

ｔｅｓｔ ＷＬ ＝ （ρＬ，ｕＬ，ｐＬ） ＷＲ ＝ （ρＲ，ｕＲ，ｐＲ） ｘ０ Ｔ０

ＲＰ１ （５．９９９ ２４，１９．５９７ ５，４６０．８９４） （５．９９２ ４２，－６．１９６ ３３，４６．０９５） ０．４ ０．０３５

ＲＰ２ （１．４，０．０，１．０） （１．０，０．０，１．０） ０．５ ２．０

ＲＰ３ （１．４，０．１，１．０） （１．０，０．１，１．０） ０．５ ２．０

ＲＰ４ （１．０，－２．０，０．４） （１．０，２．０，０．４） ０．５ ０．１５

（ａ） 算例 １ 的计算结果 （ｂ） 算例 ２ 的计算结果

（ａ） Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ＲＰ１ （ｂ） Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ＲＰ２

（ｃ） 算例 ３ 的计算结果 （ｄ） 算例 ４ 的计算结果

（ｃ） Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ＲＰ３ （ｄ） Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ＲＰ４
图 ２　 一维 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题的计算结果

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ １Ｄ Ｒｉｅｍａｎｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ

　 　 算例 ３ 的解由一个右行的接触波构成．该算例通常用来测试数值格式分辨慢行接触间断

的能力．从图 ２（ｃ）可以看到 ＧＴ⁃ＡＵＳＭ 格式能够很好地分辨该孤立右行的接触波．
算例 ４ 的解由两个对称的稀疏波和一个接触间断构成，两个稀疏波之间的区域接近于真

空，因此该算例经常用来测试数值格式计算低密度流时的表现．从图 ２（ｄ）可以看到 ＧＴ⁃ＡＵＳＭ
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格式对于该算例给出了精确的解．
３．２　 二维 Ｒｉｅｍａｎｎ问题

为了比较三种数值格式（ＧＴ⁃ＡＵＳＭ、一维 ＡＵＳＭ［６］、ＧＭ⁃ＨＬＬ⁃Ａ［２８］ ）的分辨率，计算文献

［２９］中的二维 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题．正方形区域［０，１］×［０，１］被均匀划分成 ４００×４００ 的正方形网格．
初始条件由直线 ｘ ＝ ０．５ 和 ｙ ＝ ０．５ 所围成的四个象限内的常数状态所组成：

　 　 （ρ，ｕ，ｖ，ｐ） ＝

（２．０，０．７５，０．５，１．０）， ｘ ＜ ０．５， ｙ ＞ ０．５，
（１．０，０．７５， － ０．５，１．０）， ｘ ＞ ０．５， ｙ ＞ ０．５，
（３．０， － ０．７５， － ０．５，１．０）， ｘ ＞ ０．５， ｙ ＜ ０．５，
（１．０， － ０．７５，０．５，１．０）， ｘ ＜ ０．５， ｙ ＜ ０．５ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２５）

由于该算例没有精确解，我们使用 ＨＬＬＣ 格式在 １ ２００×１ ２００ 的密网格下所得到的计算结

果作为参考解，三种格式（ＧＴ⁃ＡＵＳＭ、ＡＵＳＭ、ＧＭ⁃ＨＬＬ⁃Ａ）的数值解使用 ４００×４００ 的粗网格来计

算．数值解与参考解之间的误差定义为

　 　 ‖Ｌ（ρ）‖２ ＝ １
４００ × ４００∑

４００

ｉ ＝ １
∑
４００

ｊ ＝ １
（ρ ｉ， ｊ － ρ ｒｅｆ

３ｉ，３ｊ） ２ ， （２６）

其中， ρ ｉ， ｊ 为粗网格下网格单元 （ ｉ， ｊ） 密度值的数值解， ρ ｒｅｆ
３ｉ，３ｊ 为密网格下网格单元 （３ｉ，３ｊ） 密

度值的参考解．图 ３ 展示了计算时间 Ｔ ＝ ０．３ 时参考解和三种格式数值解的密度轮廓图，图中画

出了密度值从 ０．２５ 到 ３．０５，间隔为 ０．１ 的 ２９ 条轮廓线．从图 ３ 中可以看到，参考解和数值解具

有相同的波系结构，即四个接触间断沿着顺时针方向在中心盘旋出涡形结构．相比于一维

ＡＵＳＭ 格式和 ＧＭ⁃ＨＬＬ⁃Ａ 格式，本文构造的真正二维 ＧＴ⁃ＡＵＳＭ 格式对于接触间断和涡形结构

的内部波纹具有更高的分辨率．表 ２ 展示了三种数值格式与参考解之间的误差，从表中可以看

到，相比于一维 ＡＵＳＭ 格式和 ＧＭ⁃ＨＬＬ⁃Ａ 格式，本文构造的真正二维 ＧＴ⁃ＡＵＳＭ 格式的精度更

高，其误差分别减少了 ９．９９％和 １０．１６％．值得注意的是，在计算中，一维 ＡＵＳＭ 格式的稳定性

ＣＦＬ 数不能超过 ０．５，真正二维的 ＧＭ⁃ＨＬＬ⁃Ａ 格式和 ＧＴ⁃ＡＵＳＭ 格式的稳定性 ＣＦＬ 数均可以取

到 ０．９５．这和文献［１４］中分析的结论是相符的：真正多维的迎风格式在计算多维问题时可以提

高稳定性 ＣＦＬ 数．
表 ２　 二维 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题不同数值格式与参考解之间的误差

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｅｒｒｏｒｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｃｈｅｍｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ２Ｄ Ｒｉｅｍａｎｎ ｐｒｏｂｌｅｍ

ｓｃｈｅｍｅ ｅｒｒｏｒ ‖Ｌ（ρ）‖２

ＡＵＳＭ ７．１２５ ４Ｅ－３

ＧＭ⁃ＨＬＬ⁃Ａ ７．１３８ ８Ｅ－３

ＧＴ⁃ＡＵＳＭ ６．４１３ ７Ｅ－３

３．３　 随机扰动问题

进行数值模拟时，在初始分布和计算过程中经常会引入微小的随机扰动．扰动量随着时间

的变化过程，经常用来检验数值格式的鲁棒性．为了模拟随机扰动随着时间的发展过程，构造

二维平面激波随机扰动算例，Ｍａｃｈ 数为 ２５ 的平面激波从左向右移动，在初始分布的物理量上

增加 １０－６倍随机扰动：
　 　 （ρ，ｕ，ｖ，ｐ） ＝ （１．４，０，０，１） ＋ １０ －６（α１，α２，α３，α４）， （２７）

其中， α ｋ（ｋ ＝ １，２，３，４） 是（０，１）之间的随机数，在计算中由相应的随机函数来生成．计算区域

［０，１２０］×［０，１］被划分成 ２ ４００×２０ 的正方形网格．图 ４ 展示了计算时间 Ｔ ＝ ４ 时，使用一维

ＡＵＳＭ 格式和真正二维的 ＧＴ⁃ＡＵＳＭ 格式计算所得到的密度轮廓图．从图 ４ 中可以看到，一维

ＡＵＳＭ 格式在激波波后出现了轻微的不稳定现象，而 ＧＴ⁃ＡＵＳＭ 格式消除了不稳定现象，得到
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了清晰的激波轮廓图．值得注意的是， 在计算中， 一维 ＡＵＳＭ 格式的稳定性 ＣＦＬ 数不能超过

０．４５，而 ＧＴ⁃ＡＵＳＭ 格式的稳定性 ＣＦＬ 数可以取到 ０．９５．

（ａ） ＨＬＬＣ 格式计算的参考解 （ｂ） ＡＵＳＭ 格式计算的数值解

（ａ） Ｔｈｅ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｃｏｍｐｕｔｅｄ （ｂ） Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｃｏｍｐｕｔｅｄ
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＨＬＬＣ ｓｃｈｅｍｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＡＵＳＭ ｓｃｈｅｍｅ

（ｃ） ＧＭ⁃ＨＬＬ⁃Ａ 格式计算的数值解 （ｄ） ＧＴ⁃ＡＵＳＭ 格式计算的数值解

（ｃ） Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｃｏｍｐｕｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ （ｄ） Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｃｏｍｐｕｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ
ＧＭ⁃ＨＬＬ⁃Ａ ｓｃｈｅｍｅ ＧＴ⁃ＡＵＳＭ ｓｃｈｅｍｅ

图 ３　 二维 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题的密度轮廓图

Ｆｉｇ． ３　 Ｄｅｎｓｉｔｙ ｃｏｎｔｏｕｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ２Ｄ Ｒｉｅｍａｎｎ ｐｒｏｂｌｅｍ

３．４　 计算效率的比较

在构造数值格式时，除了分辨率和鲁棒性，计算效率也是需要考虑的一个重要因素．本文

构造的真正二维 ＧＴ⁃ＡＵＳＭ 格式除了要计算界面中点的数值通量还需要计算界面角点的数值

通量，因此单个时间步的计算量会大于一维 ＡＵＳＭ 格式．但是 ＧＴ⁃ＡＵＳＭ 格式作为一种多维迎

风格式在计算多维问题时可以提高稳定性 ＣＦＬ 数［１４］，从而增加时间步长，减少迭代的步数，节
约 ＣＰＵ 的计算时间．表 ３ 展示了用一维 ＡＵＳＭ 格式和二维 ＧＴ⁃ＡＵＳＭ 格式计算二维 Ｒｉｅｍａｎｎ
问题（表中用“ｅｘａｍｐｌｅ １”表示）和随机扰动问题（表中用“ｅｘａｍｐｌｅ ２”表示）的计算时间．在比
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较计算时间时，ＣＦＬ 数均取格式允许的最大值．例如，计算二维 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题时，ＡＵＳＭ 格式的

ＣＦＬ 数取 ０．５，ＧＴ⁃ＡＵＳＭ 格式的 ＣＦＬ 数取 ０．９５．从表 ３ 可以看到，相比于一维 ＡＵＳＭ 格式，ＧＴ⁃
ＡＵＳＭ 格式的计算效率分别提高了 ２３．９３％和 ２８．８３％，因此 ＧＴ⁃ＡＵＳＭ 格式在计算中具有更高

的效率．

（ａ） ＡＵＳＭ 格式的计算结果 （ｂ） ＧＴ⁃ＡＵＳＭ 格式的计算结果

（ａ） Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｃｏｍｐｕｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＡＵＳＭ ｓｃｈｅｍｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｃｏｍｐｕｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＧＴ⁃ＡＵＳＭ ｓｃｈｅｍｅ
图 ４　 随机扰动问题的密度轮廓图

Ｆｉｇ． ４　 Ｄｅｎｓｉｔｙ ｃｏｎｔｏｕｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒａｎｄｏｍ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ

表 ３　 不同数值格式的计算效率比较

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｉｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｃｈｅｍｅｓ

ｓｃｈｅｍｅ
ｅｘａｍｐｌｅ １

ＣＰＵ ｔｉｍｅ ＣＦＬ

ｅｘａｍｐｌｅ ２

ＣＰＵ ｔｉｍｅ ＣＦＬ

ＡＵＳＭ ９１．６５ ｓ ０．５０ ３０１．１６ ｓ ０．４５

ＧＴ⁃ＡＵＳＭ ６９．７２ ｓ ０．９５ ２１４．３５ ｓ ０．９５

４　 结　 　 论

基于对流迎风分裂思想构造的 ＡＵＳＭ 类格式不仅形式简单，而且可以精确捕捉一维激波

和接触间断．但是在求解多维问题时，只考虑了界面法向波系对数值通量的贡献，忽视了横向

波系的影响，这样不仅会减小稳定性 ＣＦＬ 数，而且无法保证格式的鲁棒性．本文通过求解考虑

了横向波系影响的角点数值通量来构造一种真正二维的 ＡＵＳＭ 通量分裂格式，并且进行了数

值试验来验证格式在计算中的表现．其中一维 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题的计算结果表明：本文构造的二维

ＡＵＳＭ 格式保留了一维 ＡＵＳＭ 格式可以精确捕捉一维激波和接触间断的优点．二维算例的计

算结果表明，与一维 ＡＵＳＭ 格式相比，本文构造的二维 ＡＵＳＭ 格式不仅有更高的分辨率和计

算效率，而且有更好的鲁棒性，可以避免强激波波后的不稳定现象．研究多维迎风格式提高分

辨率和稳定性 ＣＦＬ 数的深层次机理，构造非结构网格上的多维通量分裂格式并且将其应用到

不同的守恒律系统的数值模拟中可以作为未来的研究工作．
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ｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， １９９８， １４３： １５９⁃１８０．

［１９］　 ＦＥＹ Ｍ． Ｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｕｐｗｉｎｄｉｎｇ， ｐａｒｔ Ⅱ： ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎｔｏ ａｄ⁃
ｖｅｃｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， １９９８， １４３： １８１⁃２０３．

［２０］　 ＷＥＮＤＲＯＦＦ Ｂ． Ａ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ＨＬＬＥ Ｒｉｅｍａｎｎ ｓｏｌｖｅｒ ａｎｄ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ Ｇｏｄｕｎｏｖ⁃ｔｙｐｅ ｄｉｆｆｅｒ⁃
ｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｇａｓ ｄｙｎａｍｉｃｓ［ Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， １９９９， ３８
（１）： １７５⁃１８５．

［２１］　 ＢＡＬＳＡＲＡ Ｄ Ｓ． Ｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ＨＬＬＥ Ｒｉｅｍａｎｎ ｓｏｌｖｅｒ： ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ Ｅｕｌｅｒ ａｎｄ ｍａｇｎｅｔｏ⁃
ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃ ｆｌｏｗｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１０， ２２９（６）： １９７０⁃１９９３．

［２２］　 ＢＡＬＳＡＲＡ Ｄ Ｓ． Ａ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ＨＬＬＣ Ｒｉｅｍａｎｎ ｓｏｌｖｅｒ ｆｏｒ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｌａｗｓ： ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ
Ｅｕｌｅｒ ａｎｄ ＭＨＤ ｆｌｏｗｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１２， ２３１（２２）： ７４７６⁃７５０３．

［２３］　 ＢＡＬＳＡＲＡ Ｄ Ｓ． Ｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｒｉｅｍａｎｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｉｔｈ ｓｅｌｆ⁃ｓｉｍｉｌａｒ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ， ｐａｒｔ
Ⅰ： ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｌａｗｓ ｏｎ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｍｅｓｈｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕ⁃
ｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１４， ２７７： １６３⁃２００．

［２４］　 ＤＵＭＢＳＥＲ Ｍ， ＢＡＬＳＡＲＡ Ｄ Ｓ． Ａ ｎｅｗ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ＨＬＬＥＭ Ｒｉｅｍａｎｎ ｓｏｌｖｅｒ ｆｏｒ

５２６基于 ＡＵＳＭ 分裂的二维通量分裂格式



ｇｅｎｅｒａｌ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ ａｎｄ ｎｏｎ⁃ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１６， ３０４： ２７５⁃３１９．

［２５］　 ＢＡＬＳＡＲＡ Ｄ Ｓ， ＮＫＯＮＧＡ Ｂ． Ｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｒｉｅｍａｎｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｉｔｈ ｓｅｌｆ⁃ｓｉｍｉｌａｒ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｓｔｒｕｃ⁃
ｔｕｒｅ， ｐａｒｔ Ⅲ： ａ ｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ａｎａｌｏｇｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ＨＬＬＩ Ｒｉｅｍａｎｎ ｓｏｌｖｅｒ ｆｏｒ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ ｈｙｐｅｒ⁃
ｂｏｌｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１７， ３４６： ２５⁃４８．

［２６］　 ＭＡＮＤＡＬ Ｊ Ｃ， ＳＨＡＲＭＡ Ｖ． Ａ ｇｅｎｕｉｎｅｌｙ ｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｃｏｎｖｅｃｔｉｖｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｆｌｕｘ ｓｐｌｉｔ Ｒｉｅ⁃
ｍａｎｎ ｓｏｌｖｅｒ ｆｏｒ Ｅｕｌｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１５， ２９７： ６６９⁃６８８．

［２７］　 ＱＵ Ｆ， ＳＵＮ Ｄ， ＢＡＩ Ｊ Ｑ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｇｅｎｕｉｎｅｌｙ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｒｉｅｍａｎｎ ｓｏｌｖｅｒ ｆｏｒ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ
ｆｌｏｗｓ ｉｎ ｃｕｒｖｉｌｉｎｅａｒ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１９， ３８６： ４７⁃６３．

［２８］　 胡立军， 袁礼． 一种基于 ＡＵＳＭ 分裂的真正多维 ＨＬＬ 格式［Ｊ］ ． 气体物理， ２０１６， １（６）： ２２⁃３５．
（ＨＵ Ｌｉｊｕｎ， ＹＵＡＮ Ｌｉ． Ａ ｇｅｎｕｉｎｅｌｙ ｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ＨＬＬ Ｒｉｅｍａｎｎ ｓｏｌｖｅｒ ｂａｓｅｄ ｏｎ ＡＵＳＭ ｓｐｌｉｔ⁃
ｔｉｎｇ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃｓ ｏｆ Ｇａｓｅｓ， ２０１６， １（６）： ２２⁃３５．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２９］　 ＳＣＨＵＬＺ⁃ＲＩＮＮＥ Ｃ Ｗ， ＣＯＬＬＩＮＳ Ｊ Ｐ， ＧＬＡＺ Ｈ Ｍ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｒｉｅｍａｎｎ ｐｒｏｂｌｅｍ
ｆｏｒ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｇａｓ ｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｊ］ ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， １９９３， １４（６）：
１３９４⁃１４１４．

Ａ ２Ｄ Ｆｌｕｘ Ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ Ｓｃｈｅｍｅ
Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ＡＵＳＭ Ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ

ＨＵ Ｌｉｊｕｎ１，　 ＷＵ Ｓｈｉｆｅｎｇ２，　 ＺＨＡＩ Ｊｉａｎ３

（１． Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ， Ｈｅｎｇｙａｎｇ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，
Ｈｅｎｇｙａｎｇ， Ｈｕｎａｎ ４２１００２， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

２． Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｙｓｔｅｍ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， Ｇｕａｎｇｄｏｎｇ Ｐｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃ
Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｇｕａｎｇｚｈｏｕ ５１０６６５， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

３． Ｄａｗｎｉｎｇ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｉｎｄｕｓｔｒｙ Ｃｏ．， Ｌｔｄ．， Ｂｅｉｊｉｎｇ １００１９３， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｅ ＡＵＳＭ⁃ｔｙｐｅ ｓｃｈｅｍｅｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ａｄｖｅｃｔｉｏｎ ｕｐｓｔｒｅａｍ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｈａｖｅ ｔｈｅ
ａｄｖａｎｔａｇｅｓ ｏｆ ｓｉｍｐｌｅｎｅｓｓ， ｈｉｇｈ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ａｎｄ ｈｉｇｈ ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ， ａｎｄ ａｒｅ ｗｉｄｅｌｙ ａｐｐｌｉｅｄ ｉｎ ｃｏｍｐｕ⁃
ｔａｔｉｏｎａｌ ｆｌｕｉｄ ｄｙｎａｍｉｃｓ． Ｔｈｅ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ＡＵＳＭ⁃ｔｙｐｅ ｓｃｈｅｍｅｓ ｏｎｌｙ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌ ｗａｖｅｓ ｔｏ
ｔｈｅ ｃｅｌｌ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｗｈｉｌｅ ｉｇｎｏｒｉｎｇ ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｔａｎｇｅｎｔｉａｌ ｗａｖｅｓ ｔｏ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕ⁃
ｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｆｌｕｘ． Ｔｈｅ ｆｌｕｘ ｏｆ ２Ｄ Ｅｕｌｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗａｓ ｓｐｌｉｔ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｃ⁃
ｔｉｖｅ ｆｌｕｘ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｆｌｕｘ ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ＡＵＳＭ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ， ａｎｄ ｔｈｅｙ ｗｅｒｅ ｂｏｔｈ
ｃｏｍｐｕｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ＡＵＳＭ ｓｃｈｅｍｅ． Ｉｎ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｆｌｕｘ ａｔ ｔｈｅ ｃｏｒｎｅｒｓ
ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｔａｎｇｅｎｔｉａｌ ｗａｖｅｓ ｗａｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ， ａ ｇｅｎｕｉｎｅｌｙ ２Ｄ ＡＵＳＭ ｆｌｕｘ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ
ｓｃｈｅｍｅ ｗａｓ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ． Ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ １Ｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘａｍｐｌｅｓ， ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｓｃｈｅｍｅ
ｋｅｅｐｓ ｔｈｅ ｍｅｒｉｔｓ ｏｆ ｃａｐｔｕｒｉｎｇ ｓｈｏｃｋｓ ａｎｄ ｃｏｎｔａｃｔ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｉｅｓ ａｃｃｕｒａｔｅｌｙ． Ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ
ｏｆ ｔｈｅ ２Ｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘａｍｐｌｅｓ， ｔｈｅ ｓｃｈｅｍｅ ｈａｓ ｈｉｇｈｅｒ ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｂｅｔｔｅｒ ｒｏｂｕｓｔｎｅｓｓ， ｗｈｉｌｅ ｅ⁃
ｌｉｍｉｎａｔｉｎｇ ｔｈｅ ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｂｅｈｉｎｄ ｔｈｅ ｓｔｒｏｎｇ ｓｈｏｃｋ ｗａｖｅｓ． Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎ， ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓｃｈｅｍｅ ｔｈｅ ｓｔａｂｌｅ
ＣＦＬ ｎｕｍｂｅｒ ｇｒｅａｔｌｙ ｉｍｐｒｏｖｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｒｉｓｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｍｕｌｔｉｄｉ⁃
ｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｓｃｈｅｍｅ ｍａｋｅｓ ａｎ ａｃｃｕｒａｔｅ， ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ａｎｄ ｒｏｂｕｓｔ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｆｌｏｗ； Ｌｉｏｕ⁃Ｓｔｅｆｆｅｎ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ； ＡＵＳＭ ｓｃｈｅｍｅ； ＧＴ⁃ＡＵＳＭ ｓｃｈｅｍｅ； ｒｏ⁃
ｂｕｓｔｎｅｓｓ
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