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摘要：　 基于变分积分的思想和对偶变量表示的 Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 原理，构造了一类求解非完

整约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 动力系统的高阶保结构算法．基于变分积分法，选取适当的多项式及数值积分方

法，将对偶变量形式的 Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 原理进行离散．在此离散原理的基础上，以积分区间两

端位移为独立变量，同时要求在区间端点处及区间内部的控制点处严格满足非完整约束，从而得

到数值积分方法．给出了算法的对称性证明．数值算例表明算法具有高阶收敛性，严格满足非完整

约束，且在长时间仿真后，依然能保持良好的数值性质．
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引　 　 言

非完整约束动力系统是指约束方程中包含位移坐标对时间的导数，并且方程不可积分为

有限形式的力学系统．非完整约束系统与完整约束系统的区分是 Ｈｅｒｔｚ 等［１］开始提出的．其后，
著名力学家 Ａｐｐｅｌｌ、Ｈａｍｅｌ 对非完整约束动力学系统的研究做出了基础性的贡献［２⁃３］ ．在历史

上，非完整约束系统的发展与几个经典例子的研究是分不开的，这些例子包括冰橇问题、滚盘

问题以及滚球问题．在现代，工程技术中出现了更多的非完整系统的例子，使得非完整系统的

研究又有了进一步的发展，这些发展一方面是为了解决工程技术中的某些应用；另一方面，在
非完整问题的基础研究上也取得了更进一步的成果，特别是近代控制技术的发展，使得非完整

约束系统的研究具备了更加广泛的意义［４］ ．
近四十多年来，保结构算法的研究逐步发展成为一个非常活跃的领域．在其所涵盖的众多

方法之中，变分积分法是一种十分有效的方法．变分积分的思想不仅适用于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 保守系

统，还可以扩展到受外力和耗散影响的系统及包含约束的系统中．变分积分法基于变分原理，
不同的变分原理可以构造不同的算法［５⁃７］ ．在非完整约束系统中，基于 Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 原
理的一种离散形式，Ｃｏｒｔéｓ 等先是给出了一种具有保辛格式的数值积分算法，该算法对具有对
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称结构的非完整约束系统，可以导出动量方程的离散形式［８］；随后，在此算法的基础上，又给

出了一种保能量的积分形式［９］ ．Ｌｅóｎ 等［１０⁃１１］ 以经典的生成函数理论为基础，针对包含线性约

束的系统给出了一种可以保持系统非完整约束的积分方法，并将其应用到最优控制问题中．近
年来，Ｍｃｌａｃｈｌａｎ 等［１２］和 Ｋｏｂｉｌａｒｏｖ 等［１３］也分别给出了不同形式的变分积分法，与传统算法相

比，这些算法在保持系统固有的几何特性方面具有优秀的表现．上述算法都是在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 体系

中构造的，对于无法表示成 Ｌａｇｒａｎｇｅ 形式的动力系统，Ｇａｏ 等［１４］引入了对偶向量，并基于最小

作用量原理及生成函数理论，通过选择积分区间两端位移或动量为独立变量，得到了 ４ 种不同

类型的求解无约束系统的保辛算法．
本文将 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 变分积分的思想推广到 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 形式下的非完整约束动力系统中．数值

积分方法的构造基于对偶变量表示的 Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 原理的一种离散化形式．对于非完

整约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 动力系统，利用这种离散化形式得到的数值积分方法保持了连续系统固有的

对称性．保结构算法具有高阶收敛的数值特性．同时，算法能够严格满足非完整约束．

１　 非完整约束系统及 Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 原理

考虑一非完整约束系统，其位置可由广义坐标 ｑ ＝ （ｑ１，ｑ２，…，ｑｄ） Ｔ 表示，则系统的 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 方程为

　 　 ｄ
ｄｔ

∂Ｌ
∂ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ∂Ｌ

∂ｑ
＝ Ｆ， （１）

其中 Ｌ（ｑ，ｑ） 称为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数，是系统动能与势能之差； Ｆ 称为广义力，与系统的非保守力

有关．若系统受到 ｃ ＜ ｄ 个非完整约束的作用，
　 　 Φ（ｑ，ｑ） ＝ Ｇ（ｑ）ｑ ＝ ０， （２）

则广义力 Ｆ 是矩阵 Ｇ（ｑ） 的行向量的线性组合：
　 　 Ｆ ＝ ＧＴ（ｑ）λ， （３）

其中 Ｇ（ｑ） 是 ｃ × ｄ维矩阵，λ ＝ （λ １，λ ２，…，λ ｃ） Ｔ 是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子组成的向量．此时系统的运动

方程可以表示为

　 　 ｄ
ｄｔ

∂Ｌ
∂ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ∂Ｌ

∂ｑ
－ ＧＴ（ｑ）λ ＝ ０． （４）

方程（４）称为非完整约束系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 方程．Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 原理指出，Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ⁃ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 方程（４）由下列变分决定：

　 　 δＳ ＝ δ ∫η
０
Ｌ（ｑ，ｑ）ｄｔ － ∫η

０
ＧＴ（ｑ）λδｑｄｔ ＝ ０． （５）

方程（５）是用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 变量 ｑ 和 ｑ 来描述的 Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 原理．
如果引入动量 ｐ ＝ ∂Ｌ ／ ∂ｑ， 并定义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数：
　 　 Ｈ（ｑ，ｐ） ＝ ｐＴｑ － Ｌ（ｑ，ｑ）， （６）

即用对偶变量 ｑ 和 ｐ 代替 Ｌａｇｒａｎｇｅ 变量 ｑ 和 ｑ来描述系统的运动状态，则 Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ
原理可以写成

　 　 δＳ ＝ δ ∫η
０
［ｐＴｑ － Ｈ（ｑ，ｐ）］ｄｔ － ∫η

０
ＧＴ（ｑ）λδｑｄｔ ＝ ０． （７）

完成上式变分可以得到 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则方程：

　 　 ｑ ＝ ∂Ｈ
∂ｐ

， ｐ ＝ － ∂Ｈ
∂ｑ

－ ＧＴ（ｑ）λ ． （８）
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同时，由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数及对偶变量 ｑ 和 ｐ 表示的非完整约束方程可以写成

　 　 Φ（ｑ，ｐ） ＝ Ｇ（ｑ） ∂Ｈ
∂ｐ

（ｑ，ｐ） ＝ ０． （９）

变分原理（５）和（７）均导出了非完整约束系统的运动方程，然而变分原理（５）由一类变量

表示，变分原理（７）由对偶变量表示，二者在构造数值算法时是不同的．应看到，两种形式的

Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 原理都不是标准的变分原理，非完整约束方程都不能由变分原理导出．然
而，大量文献表明［８⁃１３］，对于方程（５），即使其不是标准的变分原理，依然可以结合变分积分的

思想来构造数值积分方法．基于这一点，本文将利用对偶变量表示的变分原理（７），研究求解非

完整约束系统的保结构算法．

２　 非完整约束系统保结构算法

回顾无约束系统中 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 变分积分法的构造过程［５，１５］，算法的构造基于对作用量的离

散，即选取一个有限维的多项式空间来近似广义位移，同时选取适当的数值积分方法来近似作

用量中的积分．拓展到非完整约束系统中，由于 Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 原理并非标准的变分原

理，没有与之对应的作用量，本文考虑直接对变分方程进行离散，从而得到数值算法．
为此，在区间 ［０，η］ 上，首先选取适当的多项式，对 Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 原理（７）中所包

含的广义位移 ｑ、广义动量 ｐ 以及 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子 λ进行近似．以广义位移为例，选取 ｓ ＋ １ 个 Ｌｏ⁃
ｂａｔｔｏ 点 ０ ＝ ｄ０ ＜ ｄ１ ＜ … ＜ ｄｓ－１ ＜ ｄｓ ＝ １ 及控制点 ｑ０ ＝ ｑ（０），ｑ１，ｑ２，…，ｑｓ－１，ｑｓ ＝ ｑ（η）， 从而

唯一地确定一个 ｓ 阶多项式 ｑ（ ｔ）， 使得对于所有的 Ｌｏｂａｔｔｏ 点和控制点满足 ｑ（ｄｖη） ＝ ｑｖ，ｖ ＝ ０，
１，２，…，ｓ， 其中 ｑｖ 为广义位移在 ｄｖη 时刻的值．若用 ｌｖ（ ｔ） 表示 Ｌａｇｒａｎｇｅ 多项式，则广义位移的

近似多项式 ｑ（ ｔ） 可以表示为

　 　 ｑ（ ｔ） ＝ ∑
ｓ

ｖ ＝ ０
ｑｖ ｌｖ（ ｔ） ． （１０）

类似地，可以给出广义动量和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子的近似多项式：

　 　 ｐ（ ｔ） ＝ ∑
ｓ

ｖ ＝ ０
ｐｖ ｌｖ（ ｔ）， λ（ ｔ） ＝ ∑

ｓ

ｖ ＝ ０
λｖ ｌｖ（ ｔ）， （１１）

其中 ｐ０ ＝ ｐ（０），ｐ１，ｐ２，…，ｐｓ－１，ｐｓ ＝ ｐ（η） 和 λ０ ＝ λ（０），λ１，λ２，…，λｓ－１，λｓ ＝ λ（η） 分别为广义

动量和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子的控制点．
然后，将式（１０）和（１１）表示的广义坐标、广义动量以及 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子的近似多项式代入

变分原理（７）中，同时选取 ｓ ＋ １ 个点的 Ｌｏｂａｔｔｏ 积分法近似变分原理中的积分项，记 τ ｉ 和 ｗ ｉ 分

别为 Ｌｏｂａｔｔｏ 积分法在［－１，１］区间上的积分点及权重， ｉ ＝ ０，１，…，ｓ， 则变分原理（７）离散为

　 　 δＳｄ ＝ δＳｄ － ∑
ｓ

ｖ ＝ ０
Ｇｖδｑｖ ＝ ０， （１２）

其中

　 　

Ｓｄ ＝ η
２ ∑

ｓ

ｉ ＝ ０
ｗ ｉ ｐＴ η

２
（１ ＋ τ ｉ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｑ η

２
（１ ＋ τ ｉ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ －é

ë
êê

　 　 Ｈ ｑ η
２
（１ ＋ τ ｉ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｐ η

２
（１ ＋ τ ｉ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
úú ，

Ｇｖ ＝
η
２ ∑

ｓ

ｉ ＝ ０
ｗ ｉ ＧＴ ｑ η

２
（１ ＋ τ ｉ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ λ η

２
（１ ＋ τ ｉ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｌｖ

η
２
（１ ＋ τ ｉ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（１３）

３８５非完整约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 动力系统保结构算法



考虑以时间区间两端位移为独立变量的生成函数 Ｓｄ（ｑ（０），ｑ（η））， 其对应的正则变换如下：

　 　 － ｐ（０） ＝
∂Ｓｄ（ｑ（０），ｑ（η））

∂ｑ（０）
， ｐ（η） ＝

∂Ｓｄ（ｑ（０），ｑ（η））
∂ｑ（η）

． （１４）

完成方程（１２）的变分并结合正则变换（１４），可得到如下方程：

　 　

Ｆ０：
∂Ｓｄ

∂ｑ０
（ｑ０，ｑ

－，ｑｓ，ｐ
－） ＋ Ｇ０（ｑ０，ｑ

－，ｑｓ，ｐ
－，λ

－
） ＋ ｐ０ ＝ ０，

Ｆｖ：
∂Ｓｄ

∂ｑ－ ｖ

（ｑ０，ｑ
－，ｑｓ，ｐ

－） ＋ Ｇｖ（ｑ０，ｑ
－，ｑｓ，ｐ

－，λ
－
） ＝ ０，　 　 ｖ ＝ １，２，…，ｓ － １，

Ｆｓ：
∂Ｓｄ

∂ｑ－ ｓ

（ｑ０，ｑ
－，ｑｓ，ｐ

－） ＋ Ｇｓ（ｑ０，ｑ
－，ｑｓ，ｐ

－，λ
－
） － ｐｓ ＝ ０，

Ｅｖ：
∂Ｓ
∂ｐ－ ｖ

（ｑ０，ｑ
－，ｑｓ，ｐ

－） ＝ ０，　 　 ｖ ＝ ０，１，…，ｓ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１５）

其中

　 　 ｑ－ ＝ （ｑ－ Ｔ
１，ｑ

－ Ｔ
２，…，ｑ－ Ｔ

ｓ－１） Ｔ， ｐ－ ＝ （ｐ－ Ｔ
０，ｐ

－ Ｔ
１，…，ｐ－ Ｔ

ｓ ） Ｔ， λ
－
＝ （λ

－ Ｔ
０，λ

－ Ｔ
１，…，λ

－ Ｔ
ｓ ） Ｔ，

　 　 ｑ－ ｖ ＝ ｑｖ（ｑ０，ｑｓ），　 　 ｖ ＝ １，２，…，ｓ － １，

　 　 ｐ－ ｖ ＝ ｐｖ（ｑ０，ｑｓ）， λ
－

ｖ ＝ λｖ（ｑ０，ｑｓ），　 　 ｖ ＝ ０，１，…，ｓ，

将区间内的非独立变量 ｑ－ ｖ（ｖ ＝ １，２，…，ｓ － １），ｐ－ ｖ（ｖ ＝ ０，１，…，ｓ） 和 λ
－

ｖ（ｖ ＝ ０，１，…，ｓ） 写成独立

变量 ｑ０ 和 ｑｓ 函数的形式．
注意到 ｑ０，ｐ０ 和 λ０ 为已知量，方程组（１５）中包含 ２（ ｓ ＋ １）ｄ ＋ ｓｃ 个未知数，但仅包含 ２（ ｓ

＋ １）ｄ 个方程，因此算法还需要 ｓｃ 个方程．本文令非完整约束在区间端点处以及区间内部的控

制点处均精确满足，从而得到 ｓｃ 个方程：

　 　
Ｄｖ： Ｇ（ｑ－ ｖ）

∂Ｈ
∂ｐ

（ｑ－ ｖ，ｐ
－
ｖ） ＝ ０，　 　 ｖ ＝ １，２，…，ｓ － １，

Ｄｓ： Ｇ（ｑｓ）
∂Ｈ
∂ｐ

（ｑｓ，ｐｓ） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１６）

求解非线性代数方程组（１５）和（１６）便可得到非完整约束系统的解，本文选取 Ｎｅｗｔｏｎ 迭

代法求解．至此，基于 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 变分积分法和对偶变量 ｐ 和 ｑ 表示的 Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 原理

（７），本文得到了一种求解非完整约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 动力系统的数值积分方法．

３　 对称性证明

非完整约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 动力系统为可逆系统，对称算法在求解可逆系统时，具有明显的数

值优势［１６］ ．对于一个数值方法 ｙ１ ＝ ψη（ｙ０）， 若其满足

　 　 ψη ＝ ψ －１
－η， （１７）

即算法在交换 ｙ０↔ｙ１ 和 η↔ － η 后保持不变，称该算法为对称的或时间可逆的［１６］ ．因此，对于

本文所构造的算法，如果用 － η 替换 η， 用 ｑｓ 替换 ｑ０，ｐｓ 替换 ｐ０，ｑ
－
ｓ－ｖ 替换 ｑ－ ｖ，ｐ

－
ｓ－ｖ 替换 ｐ－ ｖ，λ

－

ｓ－ｖ

替换 λ
－

ｖ， 而方程组（１５）和（１６）保持不变，则说明算法是对称的．下文将证明，在实施上述替换

之后，方程 Ｆｖ 将转化为 Ｆｓ－ｖ，Ｅｖ 将转化为 Ｅｓ－ｖ，Ｄｖ 将转化为 Ｄｓ－ｖ，方程组整体保持不变，从而证

明了算法的对称性．
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将式（１３）代入 Ｆ０ 和 Ｆｓ 中得到展开式：

　 　 Ｆ０：
η
２ ∑

ｓ

ｉ ＝ ０
ｗ ｉ

１
η

ｌ′０，ｉ∑
ｓ

ｊ ＝ ０
ｌ ｊ，ｉｐ

－
ｊ － ｌ０，ｉ

∂Ｈ
∂ｑ

ｌ０，ｉｑ０ ＋ ∑
ｓ－１

ｊ ＝ １
ｌ ｊ，ｉｑ

－
ｊ ＋ ｌｓ，ｉｑｓ，∑

ｓ

ｊ ＝ ０
ｌ ｊ，ｉｐ

－
ｊ( )é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 　 η
２ ∑

ｓ

ｉ ＝ ０
ｗ ｉ ｌ０，ｉＧＴ ｌ０，ｉｑ０ ＋ ∑

ｓ－１

ｊ ＝ １
ｌ ｊ，ｉｑ

－
ｊ ＋ ｌｓ，ｉｑｓ( ) ∑

ｓ

ｊ ＝ ０
ｌ ｊ，ｉ λ

－

ｊ[ ] ＋ ｐ０ ＝ ０， （１８）

　 　 Ｆｓ：
η
２ ∑

ｓ

ｉ ＝ ０
ｗ ｉ

１
η

ｌ′ｓ，ｉ∑
ｓ

ｊ ＝ ０
ｌ ｊ，ｉｐ

－
ｊ － ｌｓ，ｉ

∂Ｈ
∂ｑ

ｌ０，ｉｑ０ ＋ ∑
ｓ－１

ｊ ＝ １
ｌ ｊ，ｉｑ

－
ｊ ＋ ｌｓ，ｉｑｓ，∑

ｓ

ｊ ＝ ０
ｌ ｊ，ｉｐ

－
ｊ( )é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 　 η
２ ∑

ｓ

ｉ ＝ ０
ｗ ｉ ｌｓ，ｉＧＴ ｌ０，ｉｑ０ ＋ ∑

ｓ－１

ｊ ＝ １
ｌ ｊ，ｉｑ

－
ｊ ＋ ｌｓ，ｉｑｓ( ) ∑

ｓ

ｊ ＝ ０
ｌ ｊ，ｉλ

－

ｊ[ ] － ｐｓ ＝ ０， （１９）

其中

　 　 ｌ ｊ，ｉ ＝ ｌ ｊ
η
２
（１ ＋ τ ｉ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｌ′ｊ，ｉ ＝ ηｌ ｊ

η
２
（１ ＋ τ ｉ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｊ ＝ ０，１，…，ｓ， ｉ ＝ ０，１，…，ｓ ． （２０）

由于 ｌ ｊ（ ｔ） 为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 多项式， τ ｉ 和 ｗ ｉ 分别为 Ｌｏｂａｔｔｏ 积分法在［－１，１］区间上的积分点及

权重，容易得到如下关系：
　 　 ｌ ｊ，ｉ ＝ ｌｓ－ｊ，ｓ－ｉ， ｌ′ｊ，ｉ ＝ － ｌ′ｓ－ｊ，ｓ－ｉ， τ ｉ ＝ － τ ｓ－ｉ， ｗ ｉ ＝ ｗｓ－ｉ ． （２１）
将式（２１）代入式（１８），同时用 － η 替换 η，用 ｑｓ 替换 ｑ０，ｐｓ 替换 ｐ０，ｑ

－
ｓ－ｖ 替换 ｑ－ ｖ，ｐ

－
ｓ－ｖ 替换

ｐ－ ｖ，λ
－

ｓ－ｖ 替换 λ
－

ｖ， 得到

　 　 Ｆ０： － η
２ ∑

ｓ

ｉ ＝ ０
ｗｓ－ｉ [ １

η
ｌ′ｓ，ｓ－ｉ∑

ｓ

ｊ ＝ ０
ｌｓ－ｊ，ｓ－ｉｐ

－
ｓ－ｊ －

　 　 　 　 ｌｓ，ｓ－ｉ
∂Ｈ
∂ｑ

ｌｓ，ｓ－ｉｑｓ ＋ ∑
ｓ－１

ｊ ＝ １
ｌｓ－ｊ，ｓ－ｉｑ

－
ｓ－ｊ ＋ ｌｓ，ｉｑ０，∑

ｓ

ｊ ＝ ０
ｌｓ－ｊ，ｓ－ｉｐ

－
ｓ－ｊ( ) ] －

　 　 　 　 η
２ ∑

ｓ

ｉ ＝ ０
ｗｓ－ｉ [ ｌｓ，ｓ－ｉＧＴ ｌｓ，ｓ－ｉｑｓ ＋ ∑

ｓ－１

ｊ ＝ １
ｌｓ－ｊ，ｓ－ｉｑ

－
ｓ－ｊ ＋ ｌｓ，ｉｑｓ( ) ∑

ｓ

ｊ ＝ ０
ｌｓ－ｊ，ｓ－ｉ λ

－

ｓ－ｊ ] ＋ ｐｓ ＝ ０． （２２）

容易验证式（２２）等价于式（１９），即方程 Ｆ０ 转化为方程 Ｆｓ ．类似地，我们可以证明方程 Ｆｖ

将转化为方程 Ｆｓ－ｖ，ｖ ＝ １，２，…，ｓ － １，Ｅｖ 将转化为 Ｅｓ－ｖ，ｖ ＝ ０，１，…，ｓ ．
注意到，初始值 ｑ０ 和 ｐ０ 为已知量，自动满足约束条件，若记初始点处的约束方程为

　 　 Ｄ０： Ｇ（ｑ０）
∂Ｈ
∂ｐ

（ｑ０，ｐ０） ＝ ０． （２３）

对于方程（２３）和（１６），如果用 ｑｓ 替换 ｑ０，ｐｓ 替换 ｐ０，ｑ
－
ｓ－ｖ 替换 ｑ－ ｖ，ｐ

－
ｓ－ｖ 替换 ｐ－ ｖ， 很容易验证方程

Ｄｖ 将转化为方程 Ｄｓ－ｖ ．综上可证，本文算法具有对称性．

４　 数 值 算 例

算例 １　 首先考虑非完整约束系统的经典算例———冰橇问题［４］ ．设一冰刀在倾斜平面上

运动，系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数为

　 　 Ｌ ＝ １
２

ｍ（ｘ２ ＋ ｙ２） ＋ １
２

Ｊφ２ ＋ ｍｇｘｓｉｎ α， （２４）

非完整约束方程为

　 　 ｘｓｉｎ φ － ｙｃｏｓ φ ＝ ０． （２５）
该系统可求得解析解，如果初始条件为

　 　 ｘ（０） ＝ ｙ（０） ＝ φ（０） ＝ ｘ（０） ＝ ｙ（０）， φ（０） ＝ ω， （２６）
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则解析解为

　 　
ｘ ＝ ｇ

２ω ２ ｓｉｎ αｓｉｎ２（ωｔ）， ｙ ＝ ｇ
２ω ２ ｓｉｎ α ωｔ － １

２
ｓｉｎ（２ωｔ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

φ ＝ ωｔ， λ ＝ ２ｓｉｎ（ωｔ） ．

ì

î

í

ïï

ïï

（２７）

系统参数分别取 ｍ ＝ １，Ｊ ＝ １，ｇ ＝ １０，α ＝ π ／ １２，ω ＝ １， 采用本文算法对该算例进行仿真．
该算例具有解析解，可以给出如下的状态向量相对误差 ｅｖ 及全局误差 ｅ 的定义：

　 　 ｅｖ ＝
‖ｖａ － ｖｋ‖２

‖ｖａ‖２
， ｅ ＝ ｍａｘ（ｅｖ）， ｖ ＝ （ｘ，ｙ，φ，ｐｘ，ｐｙ，ｐφ） Ｔ， （２８）

其中 ｖａ 为状态向量的解析解， ｖｋ 为 ｋη 时刻算法得到的数值解．图 １ 给出了使用不同插值阶数

ｓ ＝ １，２，…，８ 和积分步长 η ＝ １ ／ ２ｎ，ｎ ＝ １，２，…，７ 时，本文算法所得到的状态向量全局误差，曲
线斜率表示算法的收敛阶数．从图 １ 可以看出，当插值阶数 ｓ 给定后，算法的收敛阶数 Ｏ 满足

　 　 Ｏ ＝
ｓ ＋ １， ｓ ｉｓ ｏｄｄ，
ｓ， ｓ ｉｓ ｅｖｅｎ ．{ （２９）

为观察算法长时间仿真性质，图 ２ 给出了仿真总时长为 ２ ０００，插值阶数 ｓ ＝ ３，积分步长 η
＝ １ ／ ８ 时的仿真结果．图 ２（ａ）为系统状态向量的相对误差曲线，图 ２（ｂ）为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数相对

误差曲线．对于保守系统，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数是守恒量，其相对误差为 ｅＨ ＝ （Ｈｋ － Ｈ０） ／ Ｈ０， 其中 Ｈ０

为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数的初始值， Ｈｋ 为 ｋη 时刻算法得到的数值解．图 ２（ｂ）表明，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数相对

误差始终在明确的幅值范围内波动，说明算法具有良好的能量属性．图 ２（ｃ）为非完整约束的

仿真值，数值结果达到机器精度，说明本文算法严格满足非完整约束．

图 １　 插值阶数 ｓ 和积分步长 η 取不同值时，状态向量全局误差

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｇｌｏｂａｌ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｖｅｃｔｏｒｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｓ ａｎｄ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅｓ η

算例 ２　 本算例研究蛇板的运动，其属于一类典型的带有非完整约束的多体系统．在 Ｏｓ⁃
ｔｒｏｗｓｋｉ 等［１７］建立的蛇板系统的动力学模型中，系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数为

　 　 Ｌ ＝ １
２

ｍ（ｘ２ ＋ ｙ２） ＋ １
２

Ｊθ ２ ＋ １
２

Ｊｒ（ψ ＋ θ） ２ ＋

　 　 　 　 １
２

Ｊｗ［（ϕｂ ＋ θ） ２ ＋ （ϕｆ ＋ θ） ２］， （３０）

非完整约束方程为
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　 　 Φ ＝
－ ｓｉｎ（ϕｂ ＋ θ）ｘ ＋ ｃｏｓ（ϕｂ ＋ θ）ｙ － ｌｃｏｓ（ϕｂ）θ
－ ｓｉｎ（ϕｆ ＋ θ）ｘ ＋ ｃｏｓ（ϕｆ ＋ θ）ｙ ＋ ｌｃｏｓ（ϕｆ）θ{ } ＝ ０． （３１）

（ａ） 状态向量相对误差 （ｂ） Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数相对误差 （ｃ） 非完整约束

（ａ） Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ （ｂ） Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ （ｃ） Ｔｈｅ ｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃ
ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｖｅｃｔｏｒ Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ

图 ２　 冰刀长时间仿真结果

Ｆｉｇ． ２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｋａｔｅ ｆｏｒ ｌｏｎｇ⁃ｔｉｍｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

本文中，系统参数为 ｍ ＝ ６，ｌ ＝ ０．２，Ｊ ＝ ０．０１６，Ｊｒ ＝ ０．０７２，Ｊｗ ＝ ０．００１ ３．分别选取如下 ３ 种初

值条件进行研究．第一种初值条件：

　 　
ｘ（０） ＝ ｙ（０） ＝ θ（０） ＝ ψ（０） ＝ ϕｂ（０） ＝ ϕｆ（０） ＝ ０，

ｘ（０） ＝ ０．５， ｙ（０） ＝ θ（０） ＝ ψ（０） ＝ ϕｂ（０） ＝ ϕｆ（０） ＝ ０ ．{ （３２）

第二种初值条件：

　 　

ｘ（０） ＝ ｙ（０） ＝ ψ（０） ＝ ０， θ（０） ＝ ϕｂ（０） ＝ － ϕｆ（０） ＝ α，

ｘ（０） ＝ － ｌｃｏｓ α（ｃｏｓ（２α） ＋ １）
２ｓｉｎ（２α）

θ（０）， ｙ（０） ＝ － ｌθ（０）ｃｏｓ α，

θ（０） ＝ ０．５， ψ（０） ＝ ０， ϕｂ（０） ＝ ϕｆ（０） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３３）

第三种初值条件：

　 　

ｘ（０） ＝ ｙ（０） ＝ ψ（０） ＝ ０， θ（０） ＝ ϕｂ（０） ＝ － ϕｆ（０） ＝ π ／ ６，

ｘ（０） ＝ ０．１５， ｙ（０） ＝ ３ ／ ２０， θ（０） ＝ － ０．５，
ψ（０） ＝ ０， ϕｂ（０） ＝ ϕｆ（０） ＝ ０．０８ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３４）

图 ３ 分别给出了 ３ 种初值条件下蛇板的运动轨迹．采用插值阶数 ｓ ＝ ４， 积分步长 η ＝ １ ／ １６
的算法进行仿真，积分时长 ２ ０００．图 ３（ａ）表明，仿真结果得到的位移轨迹与实际运动情况相

吻合．且经过长时间仿真后，蛇板仍保持匀速直线运动，说明算法具有良好的稳定性．在第二种

初值条件下， α 取不同值会产生不同的运动轨迹．针对这一初值条件，采用两种不同参数的算

法进行计算，对比结果的差异．图 ３（ｂ）给出了 α 取不同值时两种参数算法求得的运动轨迹，图
中实线表示 ｓ ＝ ４，η ＝ １ ／ １６ 的算法求得的结果，“ 􀳱”表示 ｓ ＝ １，η ＝ １ ／ ２ 的算法求得的结果．可以

看出，两种参数的算法求得的位移轨迹完全一致，说明本文算法即使采用较低的收敛阶数和较

大的积分步长，仿真结果依然收敛．图 ４ 为第二种初值条件下， ｓ ＝ １，η ＝ １ ／ ２ 时，算法求得的非

完整约束．图 ４ 表明，即使采用最低的插值阶数和较大的积分步长，算法依然严格满足非完整

约束．最后，图 ５ 给出了第三种初值条件下， ｓ ＝ ４，η ＝ １ ／ １６， 积分时长为 ２ ０００ 的仿真结果．从
图中可以看出，在复杂的运动状态下，算法依然保持良好的长时间积分性质．

７８５非完整约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 动力系统保结构算法



（ａ） 第一种初值条件 （ｂ） 第二种初值条件 （ｃ） 第三种初值条件

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ （ｃ） Ｔｈｅ ３ｒｄ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ
图 ３　 蛇板运动轨迹

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｏｒｂｉｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｎａｋｅｂｏａｒｄ

（ａ） α ＝ π ／ ８ （ｂ） α ＝ π ／ １６ （ｃ） α ＝ π ／ ３２
图 ４　 ｓ ＝ １，η ＝ １ ／ ２ 时，蛇板的非完整约束

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｎａｋｅｂｏａｒｄ ｆｏｒ ｓ ＝ １，η ＝ １ ／ ２
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图 ５　 第三种初值条件下，蛇板长时间仿真结果

Ｆｉｇ． ５　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｎａｋｅｂｏａｒｄ ｆｏｒ ｌｏｎｇ⁃ｔｉｍｅ
ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ３ｒｄ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

５　 结　 　 论

本文利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 变分积分的思想，以 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数和对偶变量表示的 Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃ｄ’Ａｌｅ⁃
ｍｂｅｒｔ 原理为基础，给出了一类求解非完整约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 动力系统的保结构算法．算法具有高

阶收敛性、对称性，并且能够严格满足非完整约束．算法构造时，若使用 ｓ 阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 多项式对

广义位移、广义动量及 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子进行近似，使用 ｓ ＋ １ 个点的 Ｌｏｂａｔｔｏ 积分法对变分原理中

的积分进行近似，那么当 ｓ 为奇数时，算法的收敛阶数为 Ｏ ＝ ｓ ＋ １； 当 ｓ 为偶数时，算法的收敛

阶数为 Ｏ ＝ ｓ ．
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