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摘要：　 针对二维准晶平面问题，该文通过导入 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系，将问题转化为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下的辛本征值和辛本征

解问题，即问题的解可由辛本征解组成的级数表示．利用辛本征解之间的辛共轭正交关系，可将满足边界条件的解

问题归结为代数方程组的求解问题，从而形成一种解析求解方法．这种方法可直接推广到求解混合边界条件及分段

边界条件问题中．
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０　 引　 　 言

准晶因其重量轻、强度高和性能稳定［１⁃２］以及优异的耐磨性、耐腐蚀性、隔热性等［３］特性被广泛关注，成
为凝聚态物理和材料科学研究的热门课题．由于准晶自身特殊的微观结构，在国防军工、新能源等领域表现

出广阔的应用前景，如太阳光能吸收［４］、热电换能［５］和储氢结构设计［６］等．
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准晶材料与晶体材料有所不同，其具有多场的特征［７］，即声子场和相位子场，且对一个或多个方向表现

出不同于晶体周期性的平动和旋转对称性，或称之为准周期方向．为了描述准晶材料的准周期对称性引入高

维空间（四维、五维或六维） ［８］，这个高维空间又分为两个子空间：一个是物理空间，又称为平行空间，描述准

晶体中的声子场特性；另一个是互补空间，又称垂直空间，描述准晶体中的相位子场特性．根据准晶的准周期

方向可将其分为一维、二维和三维准晶等［９］ ．事实上，这些特征体现在准晶材料的本构关系［１０］ 上．在准晶材

料表征的基础上，人们开始对准晶材料和结构的力学行为展开研究分析．其研究主要集中在准晶基本解［１１］、
准晶通解［１２］、准晶热弹性平面问题［１３］、准晶接触问题［１４］、准晶半空间问题［１５］、准晶断裂问题［１６］、准晶导波

问题［１７］和准晶梁板壳诸问题［１８⁃２１］ ．人们采用各种方法对这些问题展开研究，然而缺乏一般性的方法．在这些

关于准晶的研究中，经常需要对高阶的偏微分方程进行求解，面对这些复杂的微分方程，目前更多的是采用

数值或者是半解析方法进行求解，只有少数非常特殊的条件下才可以得到问题的解析通解．因此对于更多的

复杂情况下的微分方程，寻求一种完全理性的和直接的解析求解方法，对于更加深刻地理解准晶结构的各种

力学特性和行为具有重要的意义．辛方法是一种直接的解析求解方法，并被 Ｚｈｏｎｇ（钟万勰） ［２２］首次引入到应

用弹性力学中．这种方法与传统的半逆解法或逆解法不同，即通过引入对偶变量，将原问题转换到 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
体系中，并利用辛本征解所构成的完备解空间，对问题解析求解．文献［２３⁃２５］针对准晶平面问题，采用逆方

法提出特殊情况下的辛系统，并分析了等效合力问题［２６］ ．因而，构造 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系，并建立直接的通用方法

是一个迫切的问题．
本文采用对能量变分得到以原变量和对偶变量（应力）表示具有守恒性的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则方程组．在 Ｈａｍ⁃

ｉｌｔｏｎ 体系下，将边界条件分成两部分，即侧边条件和端部条件．利用侧边条件求解辛本征值本征解，并借助于

辛本征解之间的辛共轭正交关系得到问题解的级数表达式，再将级数解满足端部条件归结为确定级数系数

的代数方程组的问题，从而形成一种求解准晶相关问题的直接方法和一般性方法．该方法可推广到求解混合

边界条件及分段边界条件问题［２７］等．

１　 基 本 问 题

考虑二维十次对称准晶矩形区域平面应力问题［９］，并选取直角坐标系 ｘＯｙ 且两个方向均为准周期方向．
记声子场和相位子场位移向量为 ｕ ＝ { ｕｘ，ｕｙ } Ｔ 和 ｗ ＝ {ｗｘ，ｗｙ } Ｔ ．几何方程和本构方程［９⁃１０］分别为

　 　 ε ｘ ＝ ∂ｘｕｘ， ε ｙ ＝ ∂ｙｕｙ， ε ｘｙ ＝
１
２
（∂ｙｕｘ ＋ ∂ｘｕｙ）， ω ｘ ＝ ∂ｘｗｘ， ω ｙ ＝ ∂ｙｗｙ， ω ｘｙ ＝ ∂ｙｗｘ， ω ｙｘ ＝ ∂ｘｗｙ， （１）

　 　
σ ＝ Ｃε ＋ Ｒω，
Ｈ ＝ ＲＴε ＋ Ｋω，{ （２）

其中，声子场应力 σ ＝ {σ ｘ， σ ｙ， σ ｘｙ } Ｔ， 声子场应变 ε ＝ { ε ｘ， ε ｙ， ε ｘｙ } Ｔ， 相位子场应力 Ｈ ＝ {Ｈｘ， Ｈｙ， Ｈｘｙ，
Ｈｙｘ } Ｔ， 相位子场应变 ω ＝ {ω ｘ， ω ｙ， ω ｘｙ，ω ｙｘ } Ｔ； 用 Ｌａｍé 常数 λ 和 μ 表示的声子场弹性常数矩阵 Ｃ、声子场

和相位子场耦合系数矩阵 Ｒ 以及相位子场弹性常数矩阵 Ｋ 如下：

　 　 Ｃ ＝
λ ＋ ２μ λ
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．

用广义位移表示的基本方程［９］可写成

　 　

（λ ＋ ２μ）∂２
ｘｕｘ ＋ μ∂２

ｙｕｘ ＋ （λ ＋ μ）∂２
ｘｙｕｙ ＋ Ｒ∂２

ｘｗｘ － Ｒ∂２
ｙｗｘ ＋ ２Ｒ∂２

ｘｙｗｙ ＝ ０，

μ∂２
ｘｕｙ ＋ （λ ＋ ２μ）∂２

ｙｕｙ ＋ （λ ＋ μ）∂２
ｘｙｕｘ － ２Ｒ∂２

ｘｙｗｘ ＋ Ｒ∂２
ｘｗｙ － Ｒ∂２

ｙｗｙ ＝ ０，

Ｒ∂２
ｘｕｘ － Ｒ∂２

ｙｕｘ － ２Ｒ∂２
ｘｙｕｙ ＋ Ｋ１∂２

ｘｗｘ ＋ Ｋ１∂２
ｙｗｘ ＝ ０，

Ｒ∂２
ｘｕｙ － Ｒ∂２

ｙｕｙ ＋ ２Ｒ∂２
ｘｙｕｘ ＋ Ｋ１∂２

ｙｗｙ ＋ Ｋ１∂２
ｘｗｙ ＝ ０ ．
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（３）

侧边条件［２７⁃２８］可表述为
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ｙ ＝ ｈ： σ ｙ ＝ ０， σ ｘｙ ＝ ０， Ｈｙ ＝ ０， Ｈｙｘ ＝ ０，
ｙ ＝ － ｈ： σ ｙ ＝ ０， σ ｘｙ ＝ ０， Ｈｙ ＝ ０， Ｈｙｘ ＝ ０ ．{ （４）

这里应该指出，对于非齐次方程（３）和侧边条件（４），可通过一个特解将其转化为齐次问题．

２　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系的构造

以 ｘ 方向模拟广义时间，并记为 ｆ ≡ ∂ｆ ／ ∂ｘ ．广义应变能表达式，即 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数可表示为

　 　 Ｌ ＝ ［（λ ＋ ２μ）（ｕｘ） ２ ＋ μ（∂ｙｕｘ） ２ ＋ （λ ＋ ２μ）（∂ｙｕｙ） ２ ＋ μ（ｕｙ） ２ ＋ Ｋ１（ｗｘ） ２ ＋ Ｋ１（∂ｙｗｘ） ２ ＋
　 　 　 　 Ｋ１（∂ｙｗｙ） ２ ＋ Ｋ１（ｗｙ） ２ ＋ ２λｕｘ∂ｙｕｙ ＋ ２μｕｙ∂ｙｕｘ ＋ ２Ｒｕｘｗｘ － ２Ｒ（∂ｙｕｘ）（∂ｙｗｘ） ＋
　 　 　 　 ２Ｒｕｘ∂ｙｗｙ ＋ ２Ｒｗｙ∂ｙｕｘ － ２Ｒｗｘ∂ｙｕｙ － ２Ｒｕｙ∂ｙｗｘ ＋ ２Ｒｕｙｗｙ － ２Ｒ（∂ｙｕｙ）（∂ｙｗｙ） ＋
　 　 　 　 ２Ｋ２ｗｘ∂ｙｗｙ － ２Ｋ２ｗｙ∂ｙｗｘ］ ／ ２． （５）

可以证明，对 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数（５）的变分，可以得到基本方程（３）．以广义位移 ｕｘ，ｕｙ，ｗｘ，ｗｙ 为原基本变量，通过

变分可以得到其对偶变量：

　 　

ｐ１ ＝ δＬ
δｕｘ

＝ （λ ＋ ２μ）ｕｘ ＋ Ｒｗｘ ＋ λ∂ｙｕｙ ＋ Ｒ∂ｙｗｙ ＝ σ ｘ，

ｐ２ ＝ δＬ
δｕｙ

＝ μｕｙ ＋ Ｒｗｙ ＋ μ∂ｙｕｘ － Ｒ∂ｙｗｘ ＝ σ ｘｙ，

ｐ３ ＝ δＬ
δｗｘ

＝ Ｒｕｘ ＋ Ｋ１ｗｘ － Ｒ∂ｙｕｙ ＋ Ｋ２∂ｙｗｙ ＝ Ｈｘ，

ｐ４ ＝ δＬ
δｗｙ

＝ Ｒｕｙ ＋ Ｋ１ｗｙ ＋ Ｒ∂ｙｕｘ － Ｋ２∂ｙｗｘ ＝ Ｈｙｘ ．
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ï
ïï

ï
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（６）

可见，对偶变量的物理意义分别表示如下： σ ｘ 表示外法线方向为 ｘ 平面上沿 ｘ 方向的声子场正应力， σ ｘｙ 表

示外法线方向为 ｘ 平面上沿 ｙ 方向的声子场切应力， Ｈｘ 表示外法线方向为 ｘ 平面上沿 ｘ 方向的相位子场正

应力， Ｈｙｘ 表示外法线方向为 ｙ平面上沿 ｘ方向的相位子场切应力．记原变量向量为 ｑ，对偶变量向量为 ｐ，即

　 　
ｑ ＝ { ｕｘ，ｕｙ，ｗｘ，ｗｙ } Ｔ ≡ { ｑ１，ｑ２，ｑ３，ｑ４ } Ｔ，

ｐ ＝ {σ ｘ，σ ｘｙ，Ｈｘ，Ｈｙｘ } Ｔ ≡ { ｐ１，ｐ２，ｐ３，ｐ４ } Ｔ，{ （７）

Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数（５）可用 ｑ 和 ｐ 表示为 Ｌ（ｑ，ｐ） ．进而，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数可以由 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数表示，即
　 　 Ｈ（ｑ，ｐ） ＝ ｕｘσ ｘ ＋ ｕｙσ ｘｙ ＋ ｗｘＨｘ ＋ ｗｙＨｙｘ － Ｌ（ｑ，ｐ） ． （８）

由此可导出 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则方程组：

　 　
ｑ ＝ δＨ ／ δｐ，
ｐ ＝ － δＨ ／ δｑ，{ （９）

即

　 　
ｑ
ｐ{ } ＝

Ａ Ｂ
Ｃ － ＡＴ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｑ
ｐ{ } ， （１０）

其中矩阵

　 　 Ａ ＝

０ － η ２∂ｙ ０ － η ３∂ｙ

－ ∂ｙ ０ η ４∂ｙ ０
０ η ５∂ｙ ０ － η ６∂ｙ

０ ０ η ７∂ｙ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

， Ｂ ＝

η ８ ０ － η ９ ０
０ η １０ ０ － η １１

－ η ９ ０ η １２ ０
０ － η １１ ０ η １３

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

，

　 　 Ｃ ＝

０ ０ ０ ０
０ － η １４∂２

ｙ ０ η １５∂２
ｙ

０ ０ － η １６∂２
ｙ ０

０ η １５∂２
ｙ ０ － η １７∂２

ｙ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

， － ＡＴ ＝

０ － ∂ｙ ０ ０
－ η ２∂ｙ ０ η ５∂ｙ ０

０ η ４∂ｙ ０ η ７∂ｙ

－ η ３∂ｙ ０ － η ６∂ｙ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

，
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这里的系数定义为

　 　

η ０ ＝ （λ ＋ ２μ）Ｋ１ － Ｒ２， η １ ＝ μＫ１ － Ｒ２， η ２ ＝ （Ｒ２ ＋ λＫ１） ／ η ０，
η ３ ＝ Ｒ（Ｋ１ － Ｋ２） ／ η ０， η ４ ＝ （Ｋ１ － Ｋ２）Ｒ ／ η １， η ５ ＝ ２（λ ＋ μ）Ｒ ／ η ０，

η ６ ＝ ［（λ ＋ ２μ）Ｋ２ － Ｒ２］ ／ η ０， η ７ ＝ （μＫ２ － Ｒ２） ／ η １，
η ８ ＝ Ｋ１ ／ η ０， η ９ ＝ Ｒ ／ η ０， η １０ ＝ Ｋ１ ／ η １， η １１ ＝ Ｒ ／ η １，

η １２ ＝ （λ ＋ ２μ） ／ η ０， η １３ ＝ μ ／ η １， η １４ ＝ ４（λ ＋ μ）（μＫ１ － Ｒ２） ／ η ０，

η １５ ＝ ２（λ ＋ μ）（Ｋ１ － Ｋ２）Ｒ ／ η ０， η １６ ＝ （Ｋ１ － Ｋ２）（μＫ１ ＋ μＫ２ － ２Ｒ２） ／ η １，

η １７ ＝ （Ｋ１ － Ｋ２）［（λ ＋ ２μ）（Ｋ２ ＋ Ｋ１） － ２Ｒ２］ ／ η ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

定义全状态向量为 ψ ＝ { ｑＴ，ｐＴ } Ｔ， Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则方程（１０）可以写成

　 　 ψ ＝ Ｈψ ． （１１）
采用广义分离变量法，其解可以写成 ψ ＝ φ（ｙ）ｅξｘ， 因而，有

　 　 （Ｈ － ξＩ）φ（ｙ） ＝ ０， （１２）
这里 ξ 为本征值．在导出 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则方程组（１０）的同时，可得到侧边条件：

　 　
η ２ｐ１ － η ５ｐ３ ＋ η １４∂ｙｑ２ － η １５∂ｙｑ４ ＝ ０，　 　 ｐ２ ＝ ０，
η ３ｐ１ ＋ η ６ｐ３ － η １５∂ｙｑ２ ＋ η １７∂ｙｑ４ ＝ ０，　 　 ｐ４ ＝ ０，{ ｙ ＝ ± ｈ ． （１３）

３　 辛本征值和辛本征解

通过求解方程（１２）且满足侧边条件（１３），可得到 １２ 个零辛本征值 （ξ ＝ ０） 本征解及约当型本征解：

　 　

ψ（α）
０１ （ｘ，ｙ） ＝ { １，０，０，０，０，０，０，０ } Ｔ，

ψ（α）
０２ （ｘ，ｙ） ＝ { ０，０，１，０，０，０，０，０ } Ｔ，

ψ（α）
０３ （ｘ，ｙ） ＝ { － ｙ，ｘ，０，０，０，０，０，０ } Ｔ，

ψ（α）
０４ （ｘ，ｙ） ＝ { η ４η

－１
７ ｙ，０，η －１

７ ｙ，ｘ，０，０，０，０ } Ｔ，

ψ（α）
０５ （ｘ，ｙ） ＝ { ０，１，０，０，０，０，０，０ } Ｔ，

ψ（α）
０６ （ｘ，ｙ） ＝ { ０，０，０，１，０，０，０，０ } Ｔ，

ì

î

í
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ï
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ïï

ï
ï
ï
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（１４）

　 　

ψ（β）
０１ （ｘ，ｙ） ＝ { ｘ， － η ２ｙ，０， － η ５ｙ，η １４，０，η １５，０ } Ｔ，

ψ（β）
０２ （ｘ，ｙ） ＝ { ０，η ４ｙ，ｘ， － η ６ｙ，η １５，０，η １７，０ } Ｔ，

ψ（β）
０３ （ｘ，ｙ） ＝ { － ｘｙ， １

２
（ｘ２ ＋ η ２ｙ２），０， １

２
η ５ｙ２， － η １４ｙ，０， － η １５ｙ，０ }

Ｔ
，

ψ（β）
０４ （ｘ，ｙ） ＝ { η ４η

－１
７ ｘｙ，η １８ｙ２，η －１

７ ｘｙ， １
２

ｘ２ － η １９ｙ２，η ２０ｙ，０，η ２１ｙ，０ }
Ｔ
，

ψ（β）
０５ （ｘ，ｙ） ＝ { － η ２２ｙ３ － １

２
ｘ２ｙ ＋ η ２３ｈ２ｙ， １

２
η ２ｘｙ２ ＋ １

６
ｘ３，η ２４ｙ３ ＋ η ２５ｈ２ｙ，

　 　 １
２

η ５ｘｙ２， － η １４ｘｙ，η ２６（ｙ２ － ｈ２）， － η １５ｘｙ，η ２７（ｙ２ － ｈ２） }
Ｔ
，

ψ（β）
０６ （ｘ，ｙ） ＝ { － η ２８ｙ３ ＋ １

２
η ４η

－１
７ ｘ２ｙ ＋ η ２９ｈ２ｙ，η １８ｘｙ２，

　 　 － η ３０ｙ３ ＋ １
２

η －１
７ ｘ２ｙ ＋ η ３１ｈ２ｙ， － η １９ｘｙ２ ＋ １

６
ｘ３，

　 　 η ２０ｘｙ， － η ３２（ｙ２ － ｈ２），η ２１ｘｙ， － η ３３（ｙ２ － ｈ２） }
Ｔ
，

ì
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（１５）

其中参数
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η １８ ＝ （η ３ － ２η ２η １５η
－１
１４ ）η

－１
７ ／ ２， η １９ ＝ （η １５η １１ ＋ η ６）η

－１
７ ／ ２， η ２０ ＝ ３η １５η

－１
７ ，

η ２１ ＝ （η １７ ＋ η ４η １５）η
－１
７ ， η ２２ ＝ （η ２ － ２η ５η １０η

－１
１１ ） ／ ６，

η ２３ ＝ ［（η －１
７ － ３）η ５η １１ － η １４η

－１
１ ］η －１

１３ ／ ２， η ２４ ＝ η ５ ／ ２，

η ２５ ＝ η ５（η
－１
７ － ３） ／ ２， η ２６ ＝ η １４ ／ ２， η ２７ ＝ ３η １５ ／ ２， η ２８ ＝ （η ３ ＋ η １０η １５）η

－１
７ ／ ２，

η ２９ ＝ ３（２η １０ － η ４η １１η
－１
７ ）η １５η

－１
７ ／ ４， η ３０ ＝ （η ６ ＋ ４η １１η １５ ＋ η ４η １３η

－１
１１ ）η

－１
７ ／ ６，

η ３１ ＝ ３η １１η １５（３ － η －１
７ ）η －１

７ ／ ４， η ３２ ＝ ３η １５η
－１
７ ／ ２， η ３３ ＝ ９η ４η １５η

－１
７ ／ ４ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
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ï
ï
ï
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这里的零辛本征值本征解中 ψ（α）
０１ ，ψ（α）

０２ 和 ψ（α）
０３ 的物理意义为声子场的刚体平动和转动；而 ψ（α）

０４ ，ψ（α）
０５ 和

ψ（α）
０６ 为相位子场的刚体平动和转动； ψ（β）

０１ ，ψ（β）
０２ 和 ψ（β）

０３ 分别为声子场简单拉伸、纯弯曲和剪力弯曲问题的

解； ψ（β）
０４ ，ψ（β）

０５ 和 ψ（β）
０６ 为相位子场简单拉伸、纯弯曲和剪力弯曲问题的解．同时，可求解出对称问题和反对称

问题的非零辛本征值 （ξ ≠ ０） 本征解，分别表示为

　 　

ｑ１ ＝ － Ｃ２κ １ｃｏｓ（ξｙ） ＋ Ｃ３［ － κ ２ｃｏｓ（ξｙ） ＋ ２κ １（ξｙ）ｓｉｎ（ξｙ）］ ＋ Ｃ４［κ １３ｃｏｓ（ξｙ） －

　 　 ３κ ２（ξｙ）ｓｉｎ（ξｙ） － ３κ １（ξｙ） ２ｃｏｓ（ξｙ）］，
ｑ２ ＝ κ １Ｃ２ｓｉｎ（ξｙ） ＋ Ｃ３［ － κ ５ｓｉｎ（ξｙ） ＋ ２κ １（ξｙ）ｃｏｓ（ξｙ）］ ＋ Ｃ４［κ ４ｓｉｎ（ξｙ） ＋

　 　 κ ３（ξｙ）ｃｏｓ（ξｙ） ＋ ３κ １（ξｙ） ２ｓｉｎ（ξｙ）］，

ｑ３ ＝ Ｃ１ｃｏｓ（ξｙ） ＋ Ｃ２（ξｙ）ｓｉｎ（ξｙ） ＋ Ｃ３（ξｙ） ２ｃｏｓ（ξｙ） ＋ Ｃ４（ξｙ） ３ｓｉｎ（ξｙ），

ｑ４ ＝ － Ｃ１ｓｉｎ（ξｙ） ＋ Ｃ２（ξｙ）ｃｏｓ（ξｙ） － Ｃ３（ξｙ） ２ｓｉｎ（ξｙ） ＋ Ｃ４［κ ６ｓｉｎ（ξｙ） ＋ （ξｙ） ３ｃｏｓ（ξｙ）］，
ｐ１ ＝ － κ ７ξＣ２ｃｏｓ（ξｙ） ＋ ［ － ２κ ７ｃｏｓ（ξｙ） ＋ ２κ ７（ξｙ）ｓｉｎ（ξｙ）］ξＣ３ ＋

　 　 ［κ ８ｃｏｓ（ξｙ） － ６κ ７（ξｙ）ｓｉｎ（ξｙ） － ３κ ７（ξｙ） ２ｃｏｓ（ξｙ）］ξＣ４，

ｐ２ ＝ κ ７ξＣ２ｓｉｎ（ξｙ） ＋ ２κ ７（ξｙ）ｃｏｓ（ξｙ）ξＣ３ ＋ ［κ ９ｓｉｎ（ξｙ） ＋ ３κ ７（ξｙ） ２ｓｉｎ（ξｙ）］ξＣ４，
ｐ３ ＝ κ １０ξＣ１ｃｏｓ（ξｙ） ＋ ［ － κ １０ｃｏｓ（ξｙ） ＋ κ １０（ξｙ）ｓｉｎ（ξｙ）］ξＣ２ ＋ ［２κ １０（ξｙ）ｓｉｎ（ξｙ） ＋

　 　 κ １０（ξｙ） ２ｃｏｓ（ξｙ）］ξＣ３ ＋ ［κ １１ｃｏｓ（ξｙ） － ３κ １０（ξｙ） ２ｃｏｓ（ξｙ） ＋ κ １０（ξｙ） ３ｓｉｎ（ξｙ）］ξＣ４，
ｐ４ ＝ － κ １０ξＣ１ｓｉｎ（ξｙ） ＋ ［κ １０ｓｉｎ（ξｙ） ＋ κ １０（ξｙ）ｃｏｓ（ξｙ）］ξＣ２ ＋ ［２κ １０（ξｙ）ｃｏｓ（ξｙ） －

　 　 κ １０（ξｙ） ２ｓｉｎ（ξｙ）］ξＣ３ ＋ ［κ １２ｓｉｎ（ξｙ） ＋ ３κ １０（ξｙ） ２ｓｉｎ（ξｙ） ＋ κ １０（ξｙ） ３ｃｏｓ（ξｙ）］ξＣ４，
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（１６）

　 　

ｑ１ ＝ Ｃ６κ １ｓｉｎ（ξｙ） ＋ Ｃ７［ － κ ２ｓｉｎ（ξｙ） － ２κ １（ξｙ）ｃｏｓ（ξｙ）］ ＋ Ｃ８［ － κ １３ｓｉｎ（ξｙ） －

　 　 ３κ ２（ξｙ）ｃｏｓ（ξｙ） ＋ ３κ １（ξｙ） ２ｓｉｎ（ξｙ）］，
ｑ２ ＝ Ｃ６κ １ｃｏｓ（ξｙ） ＋ Ｃ７［κ ５ｃｏｓ（ξｙ） ＋ ２κ １（ξｙ）ｓｉｎ（ξｙ）］ ＋ Ｃ８［κ ４ｃｏｓ（ξｙ） －

　 　 κ ３（ξｙ）ｓｉｎ（ξｙ） ＋ ３κ １（ξｙ） ２ｃｏｓ（ξｙ）］，

ｑ３ ＝ Ｃ５ｓｉｎ（ξｙ） ＋ Ｃ６（ξｙ）ｃｏｓ（ξｙ） ＋ Ｃ７（ξｙ） ２ｓｉｎ（ξｙ） ＋ Ｃ８（ξｙ） ３ｃｏｓ（ξｙ），

ｑ４ ＝ Ｃ５ｃｏｓ（ξｙ） － Ｃ６（ξｙ）ｓｉｎ（ξｙ） ＋ Ｃ７（ξｙ） ２ｃｏｓ（ξｙ） ＋

　 　 Ｃ８［κ ６ｃｏｓ（ξｙ） － （ξｙ） ３ｓｉｎ（ξｙ）］，
ｐ１ ＝ κ ７ｓｉｎ（ξｙ）ξＣ６ ＋ ［ － ２κ ７ｓｉｎ（ξｙ） － ２κ ７（ξｙ）ｃｏｓ（ξｙ）］ξＣ７ ＋ ［ － κ ８ｓｉｎ（ξｙ） －

　 　 ６κ ７（ξｙ）ｃｏｓ（ξｙ） ＋ ３κ ７（ξｙ） ２ｓｉｎ（ξｙ）］ξＣ８，

ｐ２ ＝ κ ７ｃｏｓ（ξｙ）ξＣ６ ＋ ２κ ７（ξｙ）ｓｉｎ（ξｙ）ξＣ７ ＋ ［κ ９ｃｏｓ（ξｙ） ＋ ３κ ７（ξｙ） ２ｃｏｓ（ξｙ）］ξＣ８，
ｐ３ ＝ κ １０ｓｉｎ（ξｙ）ξＣ５ ＋ ［κ １０ｓｉｎ（ξｙ） ＋ κ １０（ξｙ）ｃｏｓ（ξｙ）］ξＣ６ ＋ ［ － ２κ １０（ξｙ）ｃｏｓ（ξｙ） ＋

　 　 κ １０（ξｙ） ２ｓｉｎ（ξｙ）］ξＣ７ ＋ ［ － κ １１ｓｉｎ（ξｙ） ＋ ３κ １０（ξｙ） ２ｓｉｎ（ξｙ） ＋ κ １０（ξｙ） ３ｃｏｓ（ξｙ）］ξＣ８，
ｐ４ ＝ κ １０ｃｏｓ（ξｙ）ξＣ５ ＋ ［κ １０ｃｏｓ（ξｙ） － κ １０（ξｙ）ｓｉｎ（ξｙ）］ξＣ６ ＋ ［２κ １０（ξｙ）ｓｉｎ（ξｙ） ＋

　 　 κ １０（ξｙ） ２ｃｏｓ（ξｙ）］ξＣ７ ＋ ［κ １２ｃｏｓ（ξｙ） ＋ ３κ １０（ξｙ） ２ｃｏｓ（ξｙ） － κ １０（ξｙ） ３ｓｉｎ（ξｙ）］ξＣ８，
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（１７）

其中， Ｃｋ（ｋ ＝ １，２，…，８） 为本征解待定系数及材料参数：
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κ １ ＝ Ｋ１ ／ （２Ｒ）， κ ２ ＝ η １ ／ （（λ ＋ μ）Ｒ）， κ ３ ＝ ３η ０ ／ （（λ ＋ μ）Ｒ），
κ ４ ＝ ３［（ － λ ＋ ３μ）Ｋ１ － ４η ０］ ／ ［４（λ ＋ μ）Ｒ］，

κ ５ ＝ η ０ ／ ［（λ ＋ μ）Ｒ］， κ ６ ＝ ３［（λ ＋ ２μ）η １ ＋ μη ０］ ／ ［２（λ ＋ μ）Ｒ２］， κ ７ ＝ η １ ／ Ｒ，

κ ８ ＝ ３［λμＫ１ － （λ ＋ ２μ）η １ － （λ ＋ μ）η ０ ＋ μＲ２ － Ｋ１（λ ２ ＋ λμ ＋ ２μ ２）］ ／ ［４（λ ＋ μ）Ｒ］，

κ ９ ＝ ３［μＲ２ － μη ０ ＋ ２（λ ＋ ２μ）η １ － λμＫ１］ ／ ［４（λ ＋ μ）Ｒ］， κ １０ ＝ Ｋ１ － Ｋ２，

κ １１ ＝ ３［２（（λ ＋ ２μ）μＫ１Ｋ２ ＋ Ｒ４） － （λ ＋ ３μ）（Ｋ１ ＋ Ｋ２）Ｒ２］ ／ ［２（λ ＋ μ）Ｒ２］，

κ １２ ＝ ３［２η １η ０ － η ０Ｒ２ ＋ ２（λ ＋ ２μ）η １Ｋ１ ＋ Ｒ４ ＋ λＫ１Ｒ２］ ／ ［４（λ ＋ μ）Ｒ２］，
κ １３ ＝ － ３（３η １ ＋ η ０） ／ ［４（λ ＋ μ）Ｒ］ ．

ì
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í
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非零辛本征值 （ξ ≠ ０） 本征解满足侧边条件（１３），可分别得到对应对称问题和反对称问题的代数方程

组为

　 　 Ａ（１） ｃ１ ＝ ０， Ａ（２） ｃ２ ＝ ０． （１８）
由方程组（１８）的系数行列式为零，可得到非零辛本征值所满足的特征方程：

　 　 Ａ（１） ＝ ０， Ａ（２） ＝ ０， （１９）
其中 ｃ１ ＝ {Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３，Ｃ４ } Ｔ 和 ｃ２ ＝ {Ｃ５，Ｃ６，Ｃ７，Ｃ８ } Ｔ， 矩阵 Ａ（１） 和 Ａ（２） 的分量分别为

　 　

Ａ（ｋ）
１１ ＝ ０， Ａ（ｋ）

１２ ＝ （ － １） ｋ－１η －１
１１ ｆ（ｋ）， Ａ（ｋ）

１３ ＝ ２η －１
１１ ［ － ｆ（ｋ） ＋ （ － １） ｋξ

－
ｇ（ｋ）］，

Ａ（ｋ）
１４ ＝ ３（ － １） ｋ－１（κ ８ ＋ κ ７ξ

－ ２） ｆ（ｋ） － ６η －１
１１ ξ

－
ｇ（ｋ）， Ａ（ｋ）

２１ ＝ － κ １０ ｆ（ｋ）， Ａ（ｋ）
２２ ＝ － κ １０ξ

－
ｇ（ｋ），

Ａ（ｋ）
２３ ＝ － κ １０ξ

－ ２ ｆ（ｋ）， Ａ（ｋ）
２４ ＝ （ － １） ｋ－１κ １２ ｆ（ｋ） － κ １０ξ

－ ３ｇ（ｋ）， Ａ（ｋ）
３１ ＝ ０， Ａ（ｋ）

３２ ＝ η －１
１１ ｇ（ｋ），

Ａ（ｋ）
３３ ＝ ２η －１

１１ ξ
－
ｆ（ｋ）， Ａ（ｋ）

３４ ＝ － ３（κ １５ － κ ７ξ
－ ２）ｇ（ｋ）， Ａ（ｋ）

４１ ＝ （ － １） ｋκ １０ｇ（ｋ），

Ａ（ｋ）
４２ ＝ κ １０（ｇ（ｋ） ＋ （ － １） ｋ－１ξ

－
ｆ（ｋ））， Ａ（ｋ）

４３ ＝ κ １０（２ξ
－
ｆ（ｋ） ＋ （ － １） ｋξ

－ ２ｇ（ｋ）），

Ａ（ｋ）
４４ ＝ ３（κ １４ ＋ κ １０ξ

－ ２）ｇ（ｋ） ＋ （ － １） ｋ－１κ １０ξ
－ ３ ｆ（ｋ），

ì
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　 　 ｋ ＝ １，２，

这里

　 　
ｆ（１）（ξ

－
） ＝ ｃｏｓ（ξ

－
），

ｆ（２）（ξ
－
） ＝ ｓｉｎ（ξ

－
），{

ｇ（１）（ξ
－
） ＝ ｓｉｎ（ξ

－
），

ｇ（２）（ξ
－
） ＝ ｃｏｓ（ξ

－
），{ 　 　 ξ

－
≡ ξｈ，

以及参数

　 　

κ １４ ＝ （４Ｋ１μη ０ － ８Ｒ２η １ － ４Ｒ４ － ４Ｋ１λＲ２） ／ （４Ｒ２（λ ＋ μ）），

κ １５ ＝ （２λＲ２ ＋ μＲ２ － μη ０ － λμＫ１） ／ （４Ｒ（λ ＋ μ）），

κ １６ ＝ ３Ｒ（３λ ２ ＋ ２２λμ ＋ １６μ ２） ／ （４（λ ＋ μ））， κ １７ ＝ ３Ｒ（λ ２ － ４λμ ＋ ３μ ２） ／ （λ ＋ μ），

κ １８ ＝ － ３Ｒ２（６λ ＋ ５μ） ／ （４（λ ＋ μ））， κ １９ ＝ ３Ｒ２，

κ ２０ ＝ ３Ｋ１（λ ３ ＋ ７λ ２μ ＋ ２０λμ ２ ＋ １２μ ３） ／ （４Ｒ（λ ＋ μ）），

κ ２１ ＝ ３Ｋ１μ（λ ２ ＋ ３λμ ＋ ２μ ２） ／ （Ｒ（λ ＋ μ）），
κ ２２ ＝ η ８κ １６ ＋ η ９κ １８ － η ８κ ２０， κ ２３ ＝ η ９κ １９ ＋ η ８κ ２１ － η ８κ １７ ．

ì
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将方程（１９）得到的非零辛本征值 ξ
－
＝ ξ

－

ｎ（ｎ ＝ １，２，３，…），对应代入代数方程组（１８），可确定待定系数．我们注

意到，此时的代数方程组是线性相关的，因而待定系数为非独立的．可以验证，每一组系数存在一个独立的常

数，其他的系数可由该常数表示．不妨设该常数为 １，并将这些系数分别代入式（１６）和式（１７），就得到了对应

非零辛本征值的辛本征解．

４　 辛本征解之间的辛共轭正交关系和数值方法

通过求解特征方程（１９），可得两组系列本征值 ξ ＝ ξ （１）
ｎ 和 ξ ＝ ξ （２）

ｎ （ｎ ＝ １，２，…） ．针对所得本征值，利用方
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程（１９）可建立系数之间的关系，并由式（１６）和式（１７）得到辛本征解表达式．不妨将两组本征值交替重新排

列，并记为 ξ ＝ ξ ｎ（ｎ ＝ １，２，…）， 这样，就有与之对应的辛本征解．注意到，辛本征解成对出现，即 ± ξ ｎ（ｎ ＝ １，
２，…） ．因此，可将辛本征解记为 ψ （ξｎ）

ｎ （当 Ｒｅ ξ ｎ ＞ ０， 或 Ｒｅ ξ ｎ ＝ ０ 和 Ｉｍ ξ ｎ ＞ ０） 和 ψ （ －ξｎ）
ｎ （当 Ｒｅ ξ ｎ ＜ ０， 或

Ｒｅ ξ ｎ ＝ ０ 和 Ｉｍ ξ ｎ ＜ ０）， 引入泛函

　 　 〈ψ １，ψ ２〉 ＝ ∫ｈ
－ｈ
（ｑＴ

１ｐ２ － ｐＴ
１ｑ２）ｄｙ （２０）

和辛归一因子 ρ ｎ ＝ １ ／ 〈ψ （ξｎ）
ｎ ，ψ （ －ξｎ）

ｎ 〉， 并分别定义 α 类和 β 类本征解 ψ （α）
ｎ ＝ ψ （ξｎ）

ｎ 和 ψ （β）
ｎ ＝ ρ ｎψ （ －ξｎ）

ｎ ．这样，辛
本征解之间存在辛共轭正交关系：

　 　
〈ψ （α）

ｎ ，ψ （β）
ｍ 〉 ＝ 〈ψ （α）

０ｎ ，ψ （β）
０ｍ 〉 ＝ － 〈ψ （β）

ｎ ，ψ （α）
ｍ 〉 ＝ － 〈ψ （β）

０ｎ ，ψ （α）
０ｍ 〉 ＝ δ ｎｍ，

〈ψ （α）
ｎ ，ψ （α）

ｍ 〉 ＝ 〈ψ （α）
０ｎ ，ψ （α）

０ｍ 〉 ＝ － 〈ψ （β）
ｎ ，ψ （β）

ｍ 〉 ＝ － 〈ψ （β）
０ｎ ，ψ （β）

０ｍ 〉 ＝ ０ ．{ （２１）

事实上，问题的解应该由零本征值本征解和非零本征值本征解组成，即

　 　 ψ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
６

ｎ ＝ １
［ｃ（０）ｎ ψ （α）

０ｎ （ｘ，ｙ） ＋ ｄ（０）
ｎ ψ （β）

０ｎ （ｘ，ｙ）］ ＋ ∑
∞

ｎ ＝ １
［ａｎψ （α）

ｎ （ｙ）ｅξｎｘ ＋ ｂｎψ （β）
ｎ （ｙ）ｅ －ξｎｘ］ ． （２２）

上式中第一部分是由零本征值本征解表示的 Ｓａｉｎｔ⁃Ｖｅｎａｎｔ 问题的解，其中的 α 类和 β 类分别描述了单位位

移和应力情况，其基本顺序是可以调整的．在讨论等效问题时只需采用该 Ｓａｉｎｔ⁃Ｖｅｎａｎｔ 解即可．式中第二部分

是由非零本征值本征解表示的 Ｓａｉｎｔ⁃Ｖｅｎａｎｔ 原理所覆盖的解，在级数中大于 ６ 项以后皆为非零本征值本征

解．在讨论边界效应问题时，则必须考虑该项．事实上，非零本征值本征解的 α 类和 β 类分别为刻画左端和右

端的主项，即 α 类和 β 类分别主导了左端和右端的边界效应．从解（２２）可以看出，利用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系方法，
可将问题的求解问题归结为确定级数的系数问题．为了数值方法的表示更加简单，不妨将式（２２）中的零本征

值本征解部分和非零本征值本征解部分重新排序，可将式（２２）统一记为级数

　 　 ψ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １
［ａｎψ （α）

ｎ （ｘ，ｙ） ＋ ｂｎψ （β）
ｎ （ｘ，ｙ）］ ． （２３）

考虑长度 ２ｌ 和宽度 ２ｈ 的平面矩形区域，侧边条件（１３）及端部条件．注意到在端部条件中， Ｈｘｙ 不属于广

义对偶变量，但可由广义原变量和对偶变量表示，即 Ｈｘｙ ＝ － η ４ｐ２ － η ７ｐ４ ＋ η １６（∂ｙｑ３） ＝ Ｈｘｙ ．端部条件包括广义

位移条件、广义应力条件、混合端部条件和分段混合边界条件等．不妨以一种典型的边界条件［２７⁃２８］为例，即

　 　
ｘ ＝ － ｌ： ｑ１ ＝ ０， ｑ２ ＝ ０， ｑ３ ＝ ０， ｑ４ ＝ ０，

ｘ ＝ ｌ： σ ｘ ＝ σ ｘ， σ ｘｙ ＝ σ ｘｙ， Ｈｘ ＝ Ｈｘ， ｐ４ － η ３４（∂ｙｑ３） ＝ － η ３６Ｈｘｙ － η ３５σ ｘｙ，
{ （２４）

其中， η ３４ ＝ η １６ ／ η ７，η ３５ ＝ η ４ ／ η ７ 和 η ３６ ＝ １ ／ η ７ ．为方便数值求解，取式（２３）中本征解级数的前 Ｎ 项．根据辛共

轭正交关系（２０）和（２１），并利用边界条件（２４），可得确定解（２３）系数的代数方程组：

　 　
∑
Ｎ

ｎ ＝ １
［Ａ（１）

ｎｍ ａｎ ＋ Ｂ（１）
ｎｍ ｂｎ］ ＝ ０，

∑
Ｎ

ｎ ＝ １
［Ａ（２）

ｎｍ ａｎ ＋ Ｂ（２）
ｎｍ ｂｎ］ ＝ Ｃ（２）

ｍ ，

ì
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　 　 ｍ ＝ １，２，…，Ｎ， （２５）

其中

　 　 Ａ（１）
ｎｍ ＝ ∫ｈ

－ｈ
［（ｑ１） （α）

ｎ （ｐ１） （β）
ｍ ＋ （ｑ２） （α）

ｎ （ｐ２） （β）
ｍ ＋ （ｑ３） （α）

ｎ （ｐ３） （β）
ｍ ＋ （ｑ４） （α）

ｎ （ｐ４） （β）
ｍ ］ｄｙ，　 　 ｘ ＝ － ｌ，

　 　 　 　 Ｂ（１）
ｎｍ ＝ ∫ｈ

－ｈ
［（ｑ１） （β）

ｎ （ｐ１） （β）
ｍ ＋ （ｑ２） （β）

ｎ （ｐ２） （β）
ｍ ＋ （ｑ３） （β）

ｎ （ｐ３） （β）
ｍ ＋ （ｑ４） （β）

ｎ （ｐ４） （β）
ｍ ］ｄｙ，　 　 ｘ ＝ － ｌ，

　 　 　 　 Ａ（２）
ｎｍ ＝ ∫ｈ

－ｈ
［（ｐ１） （α）

ｎ （ｑ１） （α）
ｍ ＋ （ｐ２） （α）

ｎ （ｑ２） （α）
ｍ ＋ （ｐ３） （α）

ｎ （ｑ３） （α）
ｍ ＋ （ｐ４） （α）

ｎ （ｑ４） （α）
ｍ －

　 　 　 　 η ３４ （∂ｙｑ３） （α）
ｎ （ｑ４） （α）

ｍ ］ｄｙ，　 　 ｘ ＝ ｌ，

　 　 Ｂ（２）
ｎｍ ＝ ∫ｈ

－ｈ
［（ｐ１） （β）

ｎ （ｑ１） （α）
ｍ ＋ （ｐ２） （β）

ｎ （ｑ２） （α）
ｍ ＋ （ｐ３） （β）

ｎ （ｑ３） （α）
ｍ ＋ （ｐ４） （β）

ｎ （ｑ４） （α）
ｍ －

　 　 　 　 η ３４ （∂ｙｑ３） （β）
ｎ （ｑ４） （α）

ｍ ］ｄｙ，　 　 ｘ ＝ ｌ，
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　 　 Ｃ（２）
ｍ ＝ ∫ｈ

－ｈ
［（ｑ１） （α）

ｍ σ ｘ ＋ （ｑ２） （α）
ｍ σ ｘｙ ＋ （ｑ３） （α）

ｍ Ｈｘ － η ３６ （ｑ４） （α）
ｍ Ｈｘｙ － η ３５ （ｑ４） （α）

ｍ σ ｘｙ］ｄｙ，　 　 ｘ ＝ ｌ ．

５　 数值结果及分析

为了方便数值计算，以 ｈ 为特征长度， （λ ＋ ２μ） × １０ －６ 为特征应力进行无量纲化．选取材料参数［２９］λ ＝
５７．４１ ＧＰａ， μ ＝ ８８．４５ ＧＰａ， Ｒ ＝－ １．１ ＧＰａ， Ｋ１ ＝ １２２ ＧＰａ， Ｋ２ ＝ ２４ ＧＰａ，取无量纲长度 ｌ ／ ｈ ＝ ４．仍考虑平面矩

形区域，左端位移条件和右端应力条件（２４）．首先需要验证和分析辛数值方法的收敛性．注意到，式（２３）中前

６ 项为零本征值本征解，之后的级数项为非零本征值本征解．因此级数收敛性取决于非零本征值本征解，即
级数至少大于 ６ 项．为验证收敛性的合理性，以边界无量纲应力 σ ｘ ＝ ０．０１（１ － Ｙ２）， 且其余载荷为 ０ 为例．由
于非零本征值本征解主要反应边界效应，所以取靠近右端边界处位置作为观测点，如 Ｘ ＝ ３．９ 和 Ｙ ＝ ０．６， 并

考察声子场正应力 σ ｘ 的收敛性及收敛数值．图 １ 给出了该应力随级数项数 Ｎ 增大的规律．从该图中可以看

出， Ｎ ＞ ２１ 以后基本稳定在 σ ｘ ＝ ６．６ × １０ －３，该数值与二维准晶有限元方法［３０］的计算结果一致，验证了该数

值方法的收敛性．同时也说明级数项数 Ｎ 与计算的精度密切相关．应该指出，级数的前 Ｎ 项包含了 ２Ｎ 个本征

解．以下的计算不妨均取 Ｎ ＝ ３０．
为了验证辛方法的合理性和正确性，与二维准晶有限元方法［３０］ 的计算结果对比．仍考虑左端固定，右端

只有声子场载荷问题，即 σ ｘ ＝ １， 其余荷载为 ０．图 ２ 给出了 ｙ ＝ ０ 处的声子场位移 Ｕｘ ．图中结果表明，本文数

值结果与有限元计算结果相吻合，说明辛方法在求解二维准晶平面问题上是有效和可靠的．

图 １　 收敛性分析

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｓｔｕｄｙ
图 ２　 声子场位移对比

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｐｈｏｎｏｎ ｆｉｅｌｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ

　 　 下面讨论不同载荷条件对位移和应力分布的影响．先设仅有声子场正应力 σ ｘ 的条件．对于弹性问题， σ ｘ

的大小与结果为线性比例关系，因此为说明问题，不妨取 σ ｘ ＝ １， 其余应力 σ ｘｙ ＝ ０，Ｈｘ ＝ ０，Ｈｘｙ ＝ ０．图 ３ 给出

了应力（对偶变量）分布特点．从图中可以看出，声子场和相位子场无量纲正应力（图 ３（ａ）和图 ３（ｃ））关于 ｘ
轴对称且在右端 （Ｘ ＝ ４） 应力为常数．而在左端 （Ｘ ＝－ ４） 应力呈现非均匀性，这是由于位移的固定限制了变

形的缘故．由图 ３（ｂ）和图 ３（ｄ）也可以看出，声子场和相位子场切应力呈现反对称性．
注意到，图 ３（ｂ）、３（ｃ）和 ３（ｄ），右端的应力非恒为零，此现象是由于方程（２０）仅取 Ｎ ＝ ３０ 项．从理论上

讲，无穷多项才是精确解．还注意到，左固定端 （Ｘ ＝－ ４） 角点 （Ｙ ＝ ± １） 附近出现应力集中现象，该应力集中

数值是由项数累计而成．随项数增加，应力的奇异性更加明显．
考虑边界作用声子场剪应力 σ ｘｙ 对位移的影响，即在右端边界条件 σ ｘ ＝ ０，σ ｘｙ ＝ １，Ｈｘ ＝ ０，Ｈｘｙ ＝ ０ 下位移

的分布（图 ４）．由图 ４ 的 ４ 个分图可以看出，４ 个位移分布呈现不同的特点．由于右端剪力载荷的作用， ｘ方向

的声子场位移（图 ４（ａ））和相位子场位移（图 ４（ｃ））表现出关于 ｘ 轴反对称的特点，而 ｙ 方向的位移（图 ４
（ｂ）和 ４（ｄ））为对称的特点．这种现象是由位移和应力的对称性和反对称性关系决定的．图 ４（ａ）和图 ４（ｃ）右
端位移的反对称性是由整体变形产生的．
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（ａ） σ ｘ （ｂ） σ ｘｙ

（ｃ） Ｈｘ （ｄ） Ｈｙｘ

图 ３　 广义应力分布

Ｆｉｇ． ３　 Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｓｔｒｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

（ａ） Ｕｘ （ｂ） Ｕｙ

（ｃ） Ｗｘ （ｄ） Ｗｙ

图 ４　 广义位移分布

Ｆｉｇ． ４　 Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

根据本构关系（２），除了对偶变量外，其他的应力可以由原变量和对偶变量表示为 σ ｙ ＝ η ２σ ｘ － η ５Ｈｘ ＋
η １４∂ｙｕｙ － η １５∂ｙｗｙ，Ｈｙ ＝ η ３σ ｘ ＋ η ６Ｈｘ － η １５∂ｙｕｙ ＋ η １７∂ｙｗｙ 和 Ｈｘｙ ＝ － η ４σ ｘｙ － η ７Ｈｙｘ ＋ η １６∂ｙｗｘ ．为了显示这 ３ 个

广义应力的分布特点，设右端边界条件 σ ｘ ＝ ０，σ ｘｙ ＝ ０，Ｈｘ ＝ １，Ｈｘｙ ＝ ０．图 ５ 给出了这 ３ 个应力的分布图像．数
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值结果表明，由于右端 Ｈｘ ＝ １ 的边界条件，应力 σ ｙ 和 Ｈｙ 呈现 ｙ 轴的对称性，而应力 Ｈｘｙ 表现为反对称性．
为了分析零本征值本征解和非零本征值本征解所起到的作用以及边界相位子场切应力 Ｈｘｙ 对位移和应

力的影响，给出如下算例．算例中不妨取右端边界条件为 σ ｘ ＝ ０，σ ｘｙ ＝ ０，Ｈｘ ＝ ０，Ｈｘｙ ＝ １．

（ａ） σ ｙ

（ｂ） Ｈｙ （ｃ） Ｈｘｙ

图 ５　 相关广义应力分布

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｒｒｅｌａｔｉｖｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｓｔｒｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

图 ６ 中每一个组合图的上图为完整解（零本征值本征解和非零本征值本征解），下图为仅由零本征值本

征解描述的解．零本征值本征解刻画在合力情况下问题的解，该类情况属于 Ｓａｉｎｔ⁃Ｖｅｎａｎｔ 问题；而非零本征值

本征解展示等效力系的偏差，或者说边界效应的影响，即 Ｓａｉｎｔ⁃Ｖｅｎａｎｔ 原理所覆盖的解．因此准确表述问题的

解需要零本征值本征解和非零本征值本征解共同表示．由位移和应力对比图可以看出，在中部区域位移分布

或应力分布几乎相同，可见零本征值本征解起主导作用．而在端部区域，位移分布或应力分布有一定的差别．
这一点也恰好说明了零本征值本征解和非零本征值本征解的作用．应该指出，若随着区域长度的增加，区域

内主要部分的位移和应力由零本征值本征解主导．

（ａ） Ｕｘ （ｂ） Ｗｘ
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（ｃ） Ｈｘ （ｄ） Ｈｘｙ

图 ６　 零本征值本征解和非零本征值本征解的作用

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｚｅｒｏ⁃ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｅｉｇｅｎｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｎｏｎ ｚｅｒｏ－ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｅｉｇｅｎｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

６　 结　 　 论

在准晶问题中，声子场和相位子场的 ４ 个位移和 ７ 个应力相互关联，而在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下 ４ 个位移（原
变量）仅需对应 ４ 个应力（对偶变量）．除了对偶变量外，其他的应力可以由原变量和对偶变量表示．在 Ｈａｍｉｌ⁃
ｔｏｎ 体系下，问题归结为零本征值本征解和非零本征值本征解问题．零本征值本征解描述了在合力情况下问

题的解，属于 Ｓａｉｎｔ⁃Ｖｅｎａｎｔ 问题；而非零本征值本征解刻画了边界效应的影响，属于 Ｓａｉｎｔ⁃Ｖｅｎａｎｔ 原理所覆盖

的解．随着区域长度的增加，区域内主要部分的位移和应力由零本征值本征解起主导作用．数值结果表明，结
果的精度与所取本征解的项数有关，无穷多项才是精确解．由于固定位移边界条件限制了局部变形，因而会

产生局部的应力集中现象．虽然辛本征解中不含有奇异项，此应力集中数值是靠所取辛本征解项数累计而

得．求解过程和数值结果说明，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系方法是一种直接的解析方法，并可拓广到其他种类的准晶问题

和空间问题．
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