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摘要：　 针对包含有界边界的轴对称结构受热冲击作用的广义热弹性问题进行了研究分析．基于

Ｌｏｒｄ⁃Ｓｈｕｌｍａｎ 广义热弹性理论（Ｌ⁃Ｓ 理论），构建了热冲击下有限厚度圆柱壳热弹性响应的广义热

弹性模型．借助 Ｌａｐｌａｃｅ（拉普拉斯）变换技术以及 Ｂｅｓｓｅｌ 函数的渐进特性，推导了温变载荷作用下，
圆柱壳内部位移、温度以及应力场的解析表达式．该表达式不仅可以清楚地揭示热冲击下热波、热
弹性波在壳体内部的传播、反射以及叠加的作用过程，更可准确地捕捉到热波、热弹性波波前位置

处的阶跃现象，并对热冲击诱发的动态热应力峰值进行有效预测．
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符　 号　 注　 释

ｕｉ 位移分量 εｉｊ 应变分量

Ｔ， Ｔ０， Ｔ１ 温度，初始温度，边界温度 σｉｊ 应力分量

θ， θ１ ＝ （Ｔ１ － Ｔ０） ／ Ｔ０ 温度增量，无量纲边界温度 ｑ 热流密度

ｖ１， ｖ２ 热波波速，热弹性波波速 ρ 密度

ξ１， ξ２ 入射波波前（热波、热弹性波） ｃｐ 定常比热容

ξ′１， ξ′２ 反射波波前（热波、热弹性波） ｋ 热导率

αＴ 线性热膨胀系数 λ， μ Ｌａｍé 常数

β 热力系数 ｅ ＝ εｉｉ 体积应变

τ０ 热松弛时间 ｓ Ｌａｐｌａｃｅ 算子

ａ ＝ ρｃｐ ／ ｋ 热粘性系数

ｖｅ ＝ （λ ＋ ２μ） ／ ρ 弹性波波速

ϑ ＝ （Ｔ０β２） ／ （ρｃｐ（λ ＋ ２μ）） 热力耦合系数

ｋλ ＝ λ ／ （λ ＋ ２μ）， ｋｖ ＝ ｋλ － １ 无量纲参量
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引　 　 言

近年来，随着激光脉冲、微波加热以及金属快速凝固技术的飞速发展，剧烈温变诱发的热

冲击问题日益受到人们的关注［１］ ．当物体的表面或局部历经急剧加热或冷却时，受热区域内将

产生剧烈的温度变化，并诱发较大幅值的热应力，对结构的力学性能带来严峻的考验［２］ ．因此，
研究热冲击下物体的热弹性响应，预测温变载荷诱发的动态热应力，对于结构的设计和安全运

行具有重要的指导意义．
作为常用的轴对称构件形式，有限厚度圆柱壳被广泛应用在航空、航天发动机、核反应器、

压力容器和管道的结构设计中．受到其工作环境的影响，研究圆柱壳在瞬时热冲击下的力学性

能一直备受关注．考虑到经典的热弹性理论在处理具有时间极短、尺度微观传热特征的超常传

热问题时，无法给出有效的预测结果［３］，更多的学者选择采用更为广义的热弹性理论对轴对

称构件在高温、高温度梯度以及强磁环境中的热弹性响应展开进一步的研究工作［４⁃１５］ ．但值得

一提的是，当采用广义热弹性理论进行分析时，由于控制方程的复杂形式，在求解方面将面临

较大的数学困难．
当前用于求解广义热弹性问题的最常用方法是积分变换法，即借助于 Ｌａｐｌａｃｅ 变换技术

及其数值反演对控制方程进行求解［４⁃６］ ．在求解过程中，由于变换域内得到的解的形式往往十

分复杂，在反变换时需要借助数值反演实现时间域内的求解，而数值反演过程中引入的离散、
截断误差将在一定程度上“抹平”解的不连续性，无法准确反映热量传递的波动效应［７］ ．此外，
采用有限元直接对控制方程进行离散求解也是当前求解广义热弹性问题的一种有效手

段［８⁃１０］ ．该方法最大的优点在于能够克服复杂的积分变换过程，同时可实现对复杂结构的数值

求解，但求解过程中对于差分格式、网格质量的依赖，以及波前的数值震荡也会对解的可靠性

造成一定程度的影响．与此同时，Ｂａｌｌａ［１１］利用热冲击的瞬时特性，借助积分变换结合渐进求解

的分析手段，推导了 Ｌ⁃Ｓ 理论下半空间问题的渐进解，随后王颖泽等进一步将该方法推广到轴

对称问题［１２⁃１３］，并实现了包含 Ｌ⁃Ｓ，Ｇ⁃Ｌ，Ｇ⁃Ｎ 以及分数阶理论的半空间问题的解析求解［１４⁃１５］，
且得到的理论解能够准确地揭示热量传递的波动效应，并可有效捕捉到热波、热弹性波波前的

阶跃现象．
本文综合 Ｂａｌｌａ 和王颖泽等在特定边界（无界边界）问题的研究成果，进一步采用积分变

换结合渐进求解的手段对包含有界边界的广义热弹性问题进行求解分析．借助 Ｌａｐｌａｃｅ 变换以

及 Ｂｅｓｓｅｌ 函数的渐进特性，推导了有限厚度圆柱壳内表面受热冲击问题的广义热弹性解．利用

这些理论解不仅可以获取热波、热弹性波波速、波前位置的函数表达式，揭示热波、热弹性波在

壳体内部的传播规律，更可清晰地捕捉到温度及应力分布中呈现的阶跃现象．

１　 问题的数学描述

考虑一外径为 ｒｂ，内径为 ｒａ，长度为 ｌ 的均质、各向同性圆柱壳体，初始时刻均匀分布温度

Ｔ０ ．当 ｔ ＝ ０ 时刻，内边界突然施加一个温度为 Ｔ１ 的作用．
考虑到结构的对称性，在柱坐标系 （ ｒ，θ，ｚ） 下，壳体内各点的位移具有如下的特征：
　 　 ｕｒ ＝ ｕ（ ｒ，ｔ）， ｕθ ＝ ｕｚ ＝ ０． （１）

结合线性的位移⁃应变关系，可得
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　 　 εｒｒ ＝
∂ｕ
∂ｒ

， εθθ ＝
ｕ
ｒ
， εｚｚ ＝ εｒθ ＝ εｒｚ ＝ εθｚ ＝ ０． （２）

将其代入各向同性弹性体本构方程，可得到如下应力关系：

　 　 σｒｒ ＝ （λ ＋ ２μ） ∂ｕ
∂ｒ

＋ λ ｕ
ｒ

－ βθ， （３）

　 　 σθθ ＝ λ ∂ｕ
∂ｒ

＋ （λ ＋ ２μ） ｕ
ｒ

－ βθ， （４）

　 　 σｚｚ ＝ λ ∂ｕ
∂ｒ

＋ ｕ
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － βθ， （５）

　 　 τｒθ ＝ τｒｚ ＝ τθｚ ＝ ０， （６）
式中， λ 和 μ 为 Ｌａｍé 常数， β ＝ αＴ（３λ ＋ ２μ） 为热力系数，αＴ 为线性热膨胀系数，θ ＝ Ｔ － Ｔ０ 为

温度增量．
根据弹性体的运动方程，在不计体积力的情况下，可得到如下平衡关系：

　 　 ρ ∂２ｕ
∂ｔ２

＝
∂σｒｒ

∂ｒ
＋
σｒｒ － σθθ

ｒ
． （７）

将应力表达式（３）和（４）代入式（７）中进行整理，可得到柱坐标系下热弹性动力学方程为

　 　 ρ ∂２ｕ
∂ｔ２

＝ （λ ＋ ２μ）Δ２ｕ － β ∂θ
∂ｒ

， （８）

式中， ρ 为密度，Δ２ ＝ ∂２

∂ｒ２
＋ １

ｒ
∂
∂ｒ

－ １
ｒ２

．

基于 Ｌ⁃Ｓ 广义热弹性理论［１６］，修正的温度控制方程在柱坐标下具有如下的形式：

　 　 ｋ Ñ２θ ＝ ρｃｐ τ０
∂２θ
∂ｔ２

＋ ∂θ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｔ０β τ０

∂２ｅ
∂ｔ２

＋ ∂ｅ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （９）

式中， ｋ为热导率，Ñ２ ＝ ∂２

∂ｒ２
＋ １

ｒ
∂
∂ｒ

，ｃｐ 为定常比热容，τ０ 为热松弛时间，ｅ ＝ εｒｒ ＋ εθθ ＋ εｚｚ 为体积

应变．
取应力自由边界，则边界条件可表示为

　 　 ｒ ＝ ｒａ： 　 　 Ｔ ＝ Ｔ０ ＋ （Ｔ１ － Ｔ０）Ｈ（ ｔ）， σｒｒ ＝ ０， （１０）
　 　 ｒ ＝ ｒｂ：　 　 Ｔ ＝ Ｔ０， σｒｒ ＝ ０， （１１）

式中， Ｈ（ ｔ） 为 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 单位阶跃函数．
初始条件

　 　 ｔ ＝ ０：　 　 ｕ ＝ ０， ∂ｕ
∂ｔ

＝ ０， Ｔ ＝ Ｔ０，
∂Ｔ
∂ｔ

＝ ０． （１２）

２　 问题的解析求解

２．１　 控制方程的无量纲化

为了便于分析，引入如下无量纲变量：

　 　 ｒ∗ ＝ ａｖｅｒ， ｔ∗ ＝ ａｖ２ｅ ｔ， τ∗
０ ＝ ａｖ２ｅτ０， θ∗ ＝ θ

Ｔ０
， ｕ∗ ＝ ａｖｅ

λ ＋ ２μ
βＴ０

ｕ， σ∗
ｉｉ ＝

σｉｉ

βＴ０
．

将上述无量纲变量代入方程（８）和（９）中进行整理（为了方便表达，后文去掉无量纲变量
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右上角的星号），可得

　 　 ∂２ｕ
∂ｔ２

＝ Δ２ｕ － ∂θ
∂ｒ

， （１３）

　 　 Ñ２θ ＝ τ０
∂２θ
∂ｔ２

＋ ∂θ
∂ｔ

＋ ϑ τ０
∂２ｅ
∂ｔ２

＋ ∂ｅ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１４）

式中， ａ ＝
ρｃｐ
ｋ

为热粘性系数，ｖｅ ＝
λ ＋ ２μ

ρ
为弹性波波速，ϑ ＝

Ｔ０β２

ρｃｐ（λ ＋ ２μ）
为热力耦合系数．

相应地，无量纲的应力表达式为

　 　 σｒｒ ＝
∂ｕ
∂ｒ

＋ ｋλ
ｕ
ｒ

－ θ， （１５）

　 　 σθθ ＝ ｋλ
∂ｕ
∂ｒ

＋ ｕ
ｒ

－ θ， （１６）

　 　 σｚｚ ＝ ｋλ
∂ｕ
∂ｒ

＋ ｕ
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － θ， （１７）

式中， ｋλ ＝ λ ／ （λ ＋ ２μ） 为无量纲常数．
２．２　 变换域内控制方程的求解

对无量纲化的控制方程（１３）和（１４）进行 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，结合齐次初始条件（１２），可得

　 　 （Δ２ － ｓ２）ｕ－ ＝ ｄθ
－

ｄｒ
， （１８）

　 　 （Ñ２ － ω１）θ
－
＝ ω２

ｄｕ－

ｄｒ
＋ ｕ－

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１９）

式中， ω１ ＝ τ０ｓ２ ＋ ｓ， ω２ ＝ ϑω１， ｓ 为 Ｌａｐｌａｃｅ 变换因子，变量上方的“⁃”表示对该变量进行 Ｌａ⁃
ｐｌａｃｅ 变换．

联立方程（１８）和（１９）进行消元处理，可得

　 　 ［Δ４ － （ ｓ２ ＋ ω１ ＋ ω２）Δ２ ＋ ω１ｓ２］ｕ
－ ＝ ０， （２０）

　 　 ［Ñ４ － （ ｓ２ ＋ ω１ ＋ ω２） Ñ２ ＋ ω１ｓ２］θ
－
＝ ０， （２１）

上述方程的通解可写成如下的形式：

　 　 ｕ－ ＝ ∑
２

ｉ ＝ １
Ａｉ（ ｓ）Ｉ１（Ｒ ｉｒ） ＋ Ｂ ｉ（ ｓ）Ｋ１（Ｒ ｉｒ）， （２２）

　 　 θ
－
＝ ∑

２

ｉ ＝ １
Ｃ ｉ（ ｓ）Ｉ０（Ｒ ｉｒ） ＋ Ｄｉ（ ｓ）Ｋ０（Ｒ ｉｒ）， （２３）

式中， Ｉα（ ｒ） 和Ｋα（ ｒ）（α ＝ ０，１） 分别为 α阶第一类和第二类虚宗量 Ｂｅｓｓｅｌ 函数， Ｒ ｉ（ ｉ ＝ １，２） 为

特征方程 Ｒ４ － （ ｓ２ ＋ ω１ ＋ ω２）Ｒ２ ＋ ω１ｓ２ ＝ ０ 的正实数根，系数 Ａｉ（ ｓ）， Ｂ ｉ（ ｓ）， Ｃ ｉ（ ｓ） 及 Ｄｉ（ ｓ）（ ｉ
＝ １，２） 则由边界条件（１０）和（１１）确定．

将通解（２２）和（２３）代入方程（１８）或（１９）中进行整理，可得如下的关系：

　 　 Ｃ ｉ（ ｓ） ＝
Ｒ２

ｉ － ｓ２

Ｒ ｉ
Ａｉ（ ｓ）， Ｄｉ（ ｓ） ＝ －

Ｒ２
ｉ － ｓ２

Ｒ ｉ
Ｂ ｉ（ ｓ） ． （２４）

此时，通解（２３）可改写为

　 　 θ
－
＝ ∑

２

ｉ ＝ １

Ｒ２
ｉ － ｓ２

Ｒ ｉ
［Ａｉ（ ｓ）Ｉ０（Ｒ ｉｒ） － Ｂ ｉ（ ｓ）Ｋ０（Ｒ ｉｒ）］ ． （２５）
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相应地，应力表达式（１５）可表示为

　 　 σ－ ｒｒ ＝ ∑
２

ｉ ＝ １
Ａｉ（ ｓ）

ｋｖ

ｒ
Ｉ１（Ｒ ｉｒ） ＋ ｓ２

Ｒ ｉ
Ｉ０（Ｒ ｉｒ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ Ｂ ｉ（ ｓ）

ｋｖ

ｒ
Ｋ１（Ｒ ｉｒ） － ｓ２

Ｒ ｉ
Ｋ０（Ｒ ｉｒ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

（２６）
对边界条件（１０）和（１１）进行 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，可得

　 　 ｒ ＝ ｒａ：　 　 θ
－
＝ θ１ ／ ｓ， σ－ ｒｒ ＝ ０， （２７）

　 　 ｒ ＝ ｒｂ：　 　 θ
－
＝ ０， σ－ ｒｒ ＝ ０， （２８）

式中， θ１ ＝ （Ｔ１ － Ｔ０） ／ Ｔ０， ｋｖ ＝ ｋλ － １．
分别将式（２５）和（２６）代入上述边界条件进行整理，即可得到确定系数 Ａｉ（ ｓ） 和 Ｂ ｉ（ ｓ） 的

代数方程：
　 　 ＡＸ ＝ Ｂ， （２９）

式中， Ａ 为由含有 Ｉα（ ｒ） 和 Ｋα（ ｒ）（ ｒ ＝ ｒａ，ｒｂ） 的 ４ × ４ 阶矩阵，Ｘ ＝ { Ａ１（ ｓ），Ａ２（ ｓ），Ｂ１（ ｓ），
Ｂ２（ ｓ） } Ｔ， Ｂ ＝ { θ １ ／ ｓ，０，０，０ } Ｔ ．

依据虚宗量 Ｂｅｓｓｅｌ 函数的渐进性质［１７］，当 ｒ ≥ α２ － １ ／ ４ 时，可有如下关系：

　 　 Ｉα（ ｒ） →
１
２πｒ

ｅｘｐ（ ｒ）， Ｋα（ ｒ） →
π
２ｒ

ｅｘｐ（ － ｒ） ． （３０）

将上述关系代入方程（２９）进行简化求解可得

　 　 Ａｉ（ ｓ） ＝ （ － １） ｉ ＋１ θ １

ｓ

２πＲ ｉｒａ
ｋｖ

ｒａ
＋

Ｒ ｉ

Ｒ１Ｒ２
ｓ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ω［ｅｘｐ（２（ ｒａ － ｒｂ）Ｒ ｉ） － １］
ｅｘｐ［（ ｒａ － ２ｒｂ）Ｒ ｉ］， （３１）

　 　 Ｂ ｉ（ ｓ） ＝ （ － １） ｉ ＋１ θ １

ｓ

２Ｒ１ａ
π

ｋｖ

ｒａ
＋

Ｒ ｉ

Ｒ１Ｒ２
ｓ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ω［ｅｘｐ（２（ ｒａ － ｒｂ）Ｒ ｉ） － １］
ｅｘｐ（Ｒ ｉｒａ）， （３２）

式中

　 　 Ω ＝
Ｒ２

１ － ｓ２

Ｒ１

ｋｖ

ｒａ
＋ ｓ２

Ｒ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

Ｒ２
２ － ｓ２

Ｒ２

ｋｖ

ｒａ
＋ ｓ２

Ｒ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

将式（３１）和（３２）分别代入通解（２２）和（２５）中，即可得到变换域各物理场的解．
２．３　 时间域内的渐进求解

对特征方程 Ｒ４ － （ ｓ２ ＋ ω １ ＋ ω ２）Ｒ２ ＋ ω １ｓ２ ＝ ０ 进行求解可得 Ｒ ｉ（ ｉ ＝ １，２） 的表达式为

　 　 Ｒ１，２ ＝ １
２
（ ｓ２ ＋ ω １ ＋ ω ２ ± （ ｓ２ ＋ ω １ ＋ ω ２） ２ － ４ω １ｓ２ ）

é

ë
êê

ù

û
úú

１ ／ ２

． （３３）

考虑到热冲击的瞬时特性，当热作用时间 ｔ 取极小时，其影像 ｓ 取极大，此时，式（３３）可做

如下近似［１１， １４］：
　 　 Ｒ１，２ ＝ ｋ１，２ｓ ＋ ｍ１，２， （３４）

式中

　 　 ｋ１，２ ＝ １
２
（１ ＋ τ ０ ＋ ϑτ ０ ± ａ１ ）

é

ë
êê

ù

û
úú

１ ／ ２

， ｍ１，２ ＝
１ ＋ ϑ ± ｂ１ ／ ａ１

４ｋ１，２
，

８４６ 有限厚度圆柱壳热冲击问题的广义热弹性解



　 　 ａ１ ＝ （１ ＋ τ ０ ＋ ϑτ ０） ２ － ４τ ０， ｂ１ ＝ （１ ＋ ϑ） ２τ ０ ＋ ϑ － １．
将上式分别代入变换域内各物理场的表达式中进行简化，即可得到便于 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换

的形式，通过标准的 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换公式，最终可得到时间域内各物理场的解析表达式为

　 　 ｕ ＝ ∑
２

ｉ ＝ １
（ － １） ｉ θ １

ｋ１ｋ２ｐ
ｒａ
ｒ
［ｕ′ｉ（２ｒｂ － ｒａ － ｒ） ＋ ｕ′ｉ（ ｒ － ｒａ）］， （３５）

　 　 θ ＝ ∑
２

ｉ ＝ １
（ － １） ｉ ｋｉ ＋２θ １

ｋ１ｋ２ｐ
ｒａ
ｒ
［θ′ｉ（２ｒｂ － ｒａ － ｒ） － θ′ｉ（ ｒ － ｒａ）］， （３６）

　 　 σ ｒｒ ＝ ∑
２

ｉ ＝ １
（ － １） ｉ θ １

ｋ１ｋ２ｐ
ｒａ
ｒ
［σ′ｒｉ（２ｒｂ － ｒａ － ｒ） － σ′ｒｉ（ ｒ － ｒａ）］， （３７）

　 　 σ θθ ＝ ∑
２

ｉ ＝ １
（ － １） ｉ θ １

ｐ
ｒａ
ｒ
［σ′θｉ（２ｒｂ － ｒａ － ｒ） － σ′θｉ（ ｒ － ｒａ）］， （３８）

　 　 σ ｚｚ ＝ ∑
２

ｉ ＝ １
（ － １） ｉ θ １

ｐ
ｇｉ

ｒａ
ｒ
［σ′ｚｉ（２ｒｂ － ｒａ － ｒ） － σ′ｚｉ（ ｒ － ｒａ）］， （３９）

式中

　 　 ｕ′ｉ（ ｒ） ＝ ｅｘｐ（ － ｍｉｒ）ｋｉ（ ｔ － ｋｉｒ）Ｈ（ ｔ － ｋｉｒ），
　 　 θ′ｉ（ ｒ） ＝ ｅｘｐ（ － ｍｉｒ）［１ ＋ ｃｉ（ ｔ － ｋｉｒ）］Ｈ（ ｔ － ｋｉｒ），
　 　 σ′ｒｉ（ ｒ） ＝ ｅｘｐ（ － ｍｉｒ）［１ ＋ ｄｉ（ ｔ － ｋｉｒ）］Ｈ（ ｔ － ｋｉｒ），
　 　 σ′θｉ（ ｒ） ＝ ｅｘｐ（ － ｍｉｒ）［ｅｉ ＋ ｆｉ（ ｔ － ｋｉｒ）］Ｈ（ ｔ － ｋｉｒ），
　 　 σ′ｚｉ（ ｒ） ＝ ｅｘｐ（ － ｍｉｒ）［ｇｉ ＋ ｈｉ（ ｔ － ｋｉｒ）］Ｈ（ ｔ － ｋｉｒ），

　 　 ｃｉ ＝
ｋｖ

ｒａ
ｇｉ －

ｑ
ｐ
， ｄｉ ＝

ｋｖ

ｒａ
１
ｇｉ

＋
ｋｖ

ｒ
ｋｉ －

ｑ
ｐ
， ｅｉ ＝

ｋｖｋ２
ｉ ＋ １
ｋ１ｋ２

，

　 　 ｆｉ ＝
ｋｖ

ｒａ

ｅｉ
ｇｉ

－
ｋｖ

ｒ
ｇｉ －

ｑ
ｐ
ｅｉ， ｇｉ ＝

ｋｉ

ｋ１ｋ２
， ｈｉ ＝

ｋｖ

ｒａ
－ ｑ

ｐ
ｇｉ， ｐ ＝

ｋ３ － ｋ４

ｋ１ｋ２
，

　 　 ｑ ＝
ｋｖ

ｒａ
ｋ３

ｋ１

－
ｋ４

ｋ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｋ３，４ ＝ １

２
（ － １ ＋ τ ０ ＋ ϑτ ０ ± ａ１ ） ．

３　 结 果 分 析

３．１　 结果验证

对于同类问题，Ｓｈｅｒｉｅｆ 等基于 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，通过对特征根的近似展开，得到了控制方程的

解析表达式［１８］ ．虽然其求解的控制方程的边界条件与文本求解的有所不同，其内边界条件为 ｑ
＝ ０， ｕ ＝ ０， 不同于本文的边界条件式（２７）．但结合径向热流矢量与温度梯度之间的关系

　 　 ｑ ＋ τ ０ｑ· ＝ － ｋ ∂Ｔ
∂ｒ

， （４０）

以及应力分量表达式（３）可知，将边界处的条件 ｑ ＝ ０， ｕ ＝ ０ 分别代入式（４０）和（３）中进行整

理，并结合初始条件（１２），可推得其边界处满足条件式（２７），这表明 Ｓｈｅｒｉｅｆ 等给出的边界条

件与本文的边界条件尽管具有不同的物理意义，但对于方程的求解是等价的．图 １ 给出了相同

计算参数下，本文以及 Ｓｈｅｒｉｅｆ 等给出的有限厚度圆柱壳内受热冲击作用时，不同时刻位移分

布的对比结果．从图中可以清楚地看到，对于有限厚度圆柱壳外表面受热冲击问题，两者给出
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了较为一致的预测结果，只是由于近似处理方式的不同，导致在位移导数不连续位置（非单调

点）出现了一定的差异．

图 １　 不同时刻无量纲位移沿径向分布

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｒａｄｉａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ

３．２　 热波、热弹性波的传播

Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 阶跃函数的存在预测了热量传递过程中的波动效应．依据时间域内各物理场的

解析表达式（３５） ～ （３９），当圆柱壳内表面受到温变载荷作用时，将分别产生速度不同的两组

波在壳体内部传递，且当其到达外边界时，将发生反射作用，即上述解析解包含了两组波的传

播、反射以及反射过程中的叠加．
依据 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 阶跃函数的性质，两组波的波速及波前位置可分别表示为

　 　 ｖ１，２ ＝ １ ／ ｋ１，２， ξ １，２ ＝ ｒａ ＋ ｔ ／ ｋ１，２， ξ′１，２ ＝ ２ｒｂ － ｒａ － ｔ ／ ｋ１，２， ｒａ ≤ （ξ １，２，ξ′１，２） ≤ ｒｂ， （４１）
式中， ξ １，２ 为入射波的波前，ξ′１，２ 为反射波的波前．

结合 ｋ１，２ 的表达式可知，热冲击诱发的两组波的波速及波前位置均依赖于特征参量 τ ０ 和

ϑ， 即延迟效应诱发热量呈现波动效应的同时，与耦合系数一起决定了波的传播规律．
当延迟时间 τ ０ → ０ 时，温度控制方程（９）退化为经典模型，此时可得

　 　 ｖ１ → １， ｖ２ → ¥． （４２）
由此可推得， ｖ２ 表征的是热量的传播速度，而 ｖ１ 表征的是受热膨胀效应的热弹性波波速．

３．３　 各物理场的分布

为了便于分析，这里取典型的各向同性、均质材料作为计算对象，相关计算参数如

下［７， １４］：
　 　 ρ ＝ ８ ９５４ ｋｇ ／ ｍ３， λ ＝ ７７．６ ＧＰａ， μ ＝ ３８．６ ＧＰａ， ｋ ＝ ３６８ ｋｇ·ｍ ／ （Ｋ·ｓ３），
　 　 αＴ ＝ １．７８ × １０ －７ Ｋ －１， ｃｐ ＝ ３８３．１ ｍ２ ／ （Ｋ·ｓ２）， τ ０ ＝ １０ －１１ ｓ ．
通过计算，可得到如下无量纲计算参数：
　 　 τ ０ ＝ ０．５， ϑ ＝ ０．０２， ｋｖ ＝ － ０．５， θ １ ＝ １．
依据波速的计算公式可知，在给定的计算条件下，受热冲击作用产生的热波、热弹性波到

达外边界所需的时间分别为 ｔ１ ＝ １．０和 ｔ２ ＝ ０．７，即热波先于热弹性波到达外边界．图 ２ ～ ４分别

给出了热冲击作用初期（ ｔ ≤ ０．７）， 热波、热弹性波尚未到达外边界时，位移、温度以及径向应

力的分布情况．当热量以有限速度传播时，热弹性响应仅发生在热波波前到达的区域内．其中，
从图 ２ 给出的位移分布中可以看到，位移呈现连续而非单调的分布，且非单调点位于热弹性波

的波前，但结合图 ３ 和图 ４ 给出的温度和应力的分布可知，受到热波、热弹性波的综合作用，温
度和应力分别在两组波的波前位置处产生阶跃．同时值得注意的一点是，在热弹性波波前位置

０５６ 有限厚度圆柱壳热冲击问题的广义热弹性解



处，温度的阶跃并不明显，这表明热弹性波对于温度的影响较小．

图 ２　 不同时刻无量纲位移沿径向分布 图 ３　 不同时刻无量纲温度增量沿径向分布

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｒａｄｉａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｒａｄｉａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｉｎｃｒｅｍｅｎｔ

图 ４　 不同时刻无量纲径向应力分布 图 ５　 不同时刻无量纲位移沿径向分布

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｒａｄｉａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ｒａｄｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｄｉｓｐａｌｃｅｍｅｎｔ

图 ６　 不同时刻无量纲温度增量沿径向分布 图 ７　 不同时刻无量纲径向应力分布

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｒａｄｉａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｉｎｃｒｅｒｍｅｎｔ ｒａｄｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ

随着时间的推移，当 ｔ ＝ ０．７ 时，热波将首先到达外边界，此时热弹性响应将扩展到整个区

间．当 ｔ ＞ ０．７ 时，外边界处的热波将反向传播，即发生反射现象．图 ５ ～ ７ 分别给出了热冲击作

用后期，热波、热弹性波先后到达外边界并发生反射时，位移、温度以及径向应力的分布情况．
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当 ｔ ＝ ０．８ 时，由于热弹性波尚未到达外边界，在距离外边界的某一位置将会与反向传播的热波

相遇并产生二次叠加作用，并在叠加作用的区域内导致位移、温度以及应力分布发生变化．当 ｔ
＝ １．０ 时，热弹性波波前到达外边界，即热弹性波的作用区域也已扩展到整个区间，此时，从图

５ 给出的位移分布中可以看到，位移的非单调点将随着热弹性波的传播而到达外边界处，即在

整个响应区间，位移将呈现连续而单调的分布．与此同时，从图 ６ 和图 ７ 给出的温度及应力分

布中可以发现，温度及应力分布的阶跃个数均减小为一个（另外一个出现在边界处），且在反

射波叠加区域内，应力将由压应力转变为拉应力．当 ｔ ＝ １．２ 时，边界处的热弹性波也开始反射，
在其影响下，位移分布再次呈现非单调的分布，且非单调点随着热弹性波的反射而不断向内边

界处推移．而温度和应力再次呈现双阶跃现象，且在热弹性波反射区域内，位移、温度和应力再

次发生变化，特别是应力将由拉应力再次转变为压应力．
此外，值得注意的一点是，无论是在热波、热弹波的传播还是反射的过程中，热冲击诱发的

尖峰应力（最大拉、压应力） 均出现在热波、热弹性波的波前位置．这说明，要想对热冲击的作

用效果进行有效评估就必须准确预测出热波、热弹性波的波前位置，而这也是之前所提到的基

于数值求解无法做到的一点．

４　 结　 　 论

本文依据 Ｌａｐｌａｃｅ 变换及 Ｂｅｓｓｅｌ 函数的渐进特性，推导了有限厚度圆柱壳内表面受热冲击

问题的广义热弹性解．通过求解分析可得到以下结论：
１） 推导得到的广义热弹性解，包含了位移、温度及应力与各特征参量之间的函数关系，

可有效揭示热冲击下热量传递的波动效应，特别是热波、热弹性波波速以及波前位置的表达

式，可清楚地给出热冲击下，热波、热弹性波在壳体内部传播、反射以及叠加的作用过程．
２） 对于有界边界，受热冲击诱发的热波、热弹性波在结构内部传递的过程中将会发生反

射的现象，且由于波动效应的存在，其反射波与后继的入射波将会发生叠加作用，并对位移、温
度以及应力的分布产生显著的影响．

３） 热冲击诱发的尖峰应力将出现在热波、热弹性波的波前位置处，且随着热波、热弹性波

的传播、反射以及叠加作用呈现拉、压应力的交替变换．
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４５６ 有限厚度圆柱壳热冲击问题的广义热弹性解
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